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Vorwort zur ersten Auflage, September 1942 


Wenn ich mioh entsohlossen habe, meine allgemeimen Vorlesungen über theo- 
retische Physik herauszugeben, die ioh während einer 32jährigen Lehrtätigkeit 
an der Münchener Universität in regelmäßigem Turnus gehalten habe, so geschah 
dies teils auf Anregung ehemaliger Schüler, teils auf wiederholtes Drängen des 
Verlegers. 

Es handelt sich hier um einführende Vorlesungen, die außer von den eigent- 
lichen Physik-Studenten der Universität und Technischen Hochschule von den 
zahlreichen Lehramtskandidaten mathemstisch-physikalischer Fachrichtung 
etwsim vierten bis achten Semester sowie von Astronomen und einzelnen Phyaiko- 
Chemikern gehört wurden. Die Vorlesungen wurden viermal im der Woche 
gehalten und durch zweistündige Übungen unterstützt, Spezialvorlesungen über 
moderne Physik, die.mit diesen Kursusvorlesungen parallel liefen, haben ihren 
Niederschlag in meinen Abhandlungen und sonstigen Büchern gefunden und 
werden hier nicht berücksichtigt. Die Quantentheorie, auf die öfter angespielt 
wird, steht zwar im Hintergrunde dieser Vorlesungen, aber deren eigentlicher 
Gegenstand ist durchaus die klassische Physik. F 

Die Reihenfolge der Vorlesungen, die auch in dieser Publikation eingehelten 
werden soll, war 

1. Mechanik, 

2. Mechanik der deformierbaren Medien, 

3. Elektrodynamik, 

4. Optik, 

5. Thermodynamik und Stetistik, 

6. Partielle Differentialgleicbungen der Physik. 

Mechanik wurde in regelmäßigem Wechsel mit mir auch von meinen mathe- 
matisohen Kollegen gelesen. Parallelvorlesungen über Hydrodynamik, Elektro- 
dynamik, Thermodynamik wurden von jüngeren Dozenten abgehalten. Für 
Vektorreohnung war ein besonderer Lehrauftrag vorgesehen, so daß sie in meinen 
Vorlesungen nicht systematisch entwickelt zu werden brauchte. 

Entsprechend werde ich mich auch in den gedruckten Vorlesungen nioht mit 
mathematischen Anfangsgründen aufhalten, sondern möglichst schnell zu den 
eigentlichen physikalischen Problemen hinstreben. Ich möchte dem Leser gern 
ein lebendiges Bild von dem reich gegliederten Stoff verschaffen, den die Theorie 
von geeigneter mathematisch-physikalischer Warte aus zu umfassen gestattet. 
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Mögen dabei immerhin in der systematischen Begründung und der axiomatischen 
Folgerichtigkeit einige Lücken bleiben. Jedenfalls wollte ich in meinen mündliohen 
Vorträgen den Hörer nicht durch langwierige Untersuchungen mathematischer 
oder logischer Art abschrecken und von dem physikalisch Interessanten ablenken. 
Dies Vorgehen hat sich, wie ich glaube, im Unterricht bewährt und ist auch in 
den gedruckten Vorlesungen beibehalten worden. Gegenüber den Vorlesungen 
von PLANCOK, dieim systematischen Aufbau einwandfrei sind, glaube ich zugunsten 
meiner Vorlesungen eine größere Reichhaltigkeit an Stoff und eine freiere Hand- 
habung des mathematischen Apparstes anführen zu können. Ich verweise aber 
gern, insbesondere was Thermodynsmik und Statistik betrifft, auf die vollständi- 
gere und vielfach gründlichere Darstellung von PLANc«. 

Die am Ende jedes Bandes zusammengestellten Übungsaufgaben sind haupt. 
sächlich als Ergänzung der Vorlesung gedacht. Sie wütden auf Grund der einge- 
Beferten Ausarbeitungen von den Studierenden in den Übungsstunden vorge. 
tragen. Elementare Rechenaufgaben, wie man sie ja zahlreich in Lehrbüchern 
und Aufgsbensammlungen findet, sind im allgemeimen nicht aufgenommen. Die 
Aufgaben sind innerhalb jedes Kapitels durchnumeriert. 

Um eine andere Äußerlichkeit zu nennen: Die Paragraphen werden in jedem 
Band und die Gleichungen in jedem Paragraphen durchnumeriert. Die Rückver- 
weisung auf frühere Gleichungen können daher innerhalb jedes Bandes einfach 
dnrch Angabe der Paragraphenzahl und der Gleichungsnummer erfolgen. Das . 
Auffinden der gesuchten Gleichung wird dadurch erleichtert, daß in der inneren 
oberen Ecke jeder Seite links die erste, rechts die letzte Gleichungsnummer nebst 
Paragraphenzahl der betreffenden Seite vermerkt ist. 

Zweier Namen möchte ich im Rückblick auf meine Vorlesungstätigkeit dankbar 
gedenken, der Namen: RöNTGen und Ferix Kıem. RöNTGEN hat nicht nur, 
durch Berufung in einen bevorzugten Wirkungskreie, die äußeren Bedingungen 
für meine Lehrtätigkeit geschaffen, sondern er hat deren wachsende Auswirkung 
durch lange Jahre hindurch mit stets förderndem Wohlwollen verfolgt. Viel 
früher noch hat FeLıx KLEIN meiner mathematischen Auffassung diejenige 
Richtung gegeben, die den Anwendungen am besten angepaßt ist; durch seine 
Meisterschaft im Vortrage hat er indirekt auch meine Lehrtätigkeit aufs stärkste 
heeinflußt. Insbesondere erwähne ich, daß ich die letzte Vorlesung der angege- 
benen Reihe unter dem Einfluß der Göttinger Tradition RIEMANn—DIRICHLET— 
Kueis schon als Göttinger Privatdozent im Jahre 1897 angezeigt und, wenn auch 
in dem damals’ engeren Problemkreise, mit reger Teilnahme meiner Zuhörer 
durchgeführt habe. Bei den späteren Wiederholungen dieser Vorlesung ist mir 
oft von Studierenden versichert worden, daß sie die eigentliche Verwendung der 
mathematischen Lehren z. B. über Fourter-Reihen, über Funktionentheorie und 
Randwertaufgaben erst aus dieser Vorlesung gelernt haben. 

Was speziell den hier folgenden ersten Band betrifft, so lag mir eine sorgfältige 
Ausarbeitung von HxInRIcH und Eury HEESCH sus dem Jahre 1926/27 vor. 
Es ist aber selbstverständlich, daß diese Ausarbeitung für die Zweoke des Druckes 
vielfach ergänzt, vertieft und im ganzen fast neu geschrieben werden mußte, 
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Besonderen Dank schulde ich Dr. H. Preana, mit dem ich in regelmäßigen Zu- 
sammenkünften den ganzen Plan der Vorlesung durohsprechen konnte. Er hat 
das Manuskript kritisch durchgearbeitet und den Übungsaufgaben der Haupt- 
sache nach selbständig ihre endgültige Fassung gegeben. Mein Kollege ©. Cara- 
tHSODORY hat die große Freundlichkeit gehabt, die Kapitel VI und VIII über 
allgemeine Mechanik durchzusehen und mir wertvolle Bemerkungen dazu zu 
geben. Mein Assistent Dr. Fr. RENNER hat mich bei der Anfertigung der Figuren 
unterstützt und bei sorgfältiger Lesung der Korrekturen auf manches Versehen 
aufmerksam gemacht. Schließlich hat der Verleger an der Herausgabe dieses 
Bandes nicht nur ein buchhändlerisches, sondern auch ein persönliches und 
wissenschaftliches Interesse betätigt und — ein gewiß seltener Fall in der Ge- 
schichte des deutschen Verlages — die ganzen Korrekturen des Buches mitge- 
lesen, wobei er mir wertvolle Verbesserungsvorschläge machen konnte. 

Als Wunsch gebe ich diesen Bänden mit auf den Weg: Mögen sie den Lesern 
so viel Interesse für unsere schöne Wissenschaft erwecken und so viel Freude 
bereiten, wie den Hörern der gesprochenen Vorlesungen und wie sie mir selbst 
in meiner langjährigen Lehrtätigkeit Freude gemacht haben! 
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Gegenüber den früheren Auflagen sind einige Umstellungen vorgenommen. 
Zum Beispiel wurde der Begriff der potentiellen Energie schon an das KEPLRr- 
Problem angeschlossen, nicht, wie früher, an das sphärische Pendel. Außerdem 
sind zwei Zusätze eingefügt worden: Der eine betrifft den von einer horizontalen 
Unterlage gestützten starren Körper, der, um seine Vertikalachse in Rotation 
versetzt, nur bei einer der beiden Drehrichtungen stabil ausläuft, während er bei 
der anderen in zunehmendes Waockein gerät, um schließlich in die entgegengesetzte, 
stabile Drehrichtung überzugehen. Der zweite Zusatz dient zur Erklärung der 
besonderen Form der Eurerschen Gleichungen des starren Körpers, im Gegensatz 
zur Form der allgemeinen Lacranarschen Gleichungen; jene hat ihren Grund 
in der Benutzung nichtholonomer Geschwindigkeitskoordinaten, 


München, im Juli 1948 
ARNOLD SOMMERFELD 


Vorwort zur sechsten Auflage 


Beim Beginnen, im nachgelassenen Auftrag meines hoohverehrten Lehrers 
SOMMERFELD diesen ersten Band „Mechanik“ neu herauszugeben, war ich wieder 
stark bseindruckt von dar Reichhaltigkeit der historischen und sachlichen Bezüge 
des Texts, der Fülle dsr Auwendungsn, vor allem aber von der meisterhaften, 
immer lebendigen Sprache des Verfassers, in der er diese alte, so vielfach duroh- 
formulierte Theorie dargestellt hat. Die Lebendigkeit, die den Leser immer neu 
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interessiert und erwärmt, galt es vor allem zu bewahren, den SOMMERFELDSchen 
Stil zu erhalten, such gegen alle gelegentlichen Wünsche, z.B. nach strafferer 
Systematik. 

Der Text der vorliegenden sechsten Auflage schließt sich daher eng an die von 
SOMMERFELD selbst noch besorgte vierte (und fünfte) Auflage an. Eine Reihe 
kleinerer Abänderungen hat er noch vornotiert, einige Eimwände von Kollegen zu 
einzelnen Stellen zur späteren Berücksichtigung bereitgelegt. Darüber hinaus ist 
im gansen Buch die neue Vektorbezeichnung eingeführt und sind die neuen inter- 
nationalen Maßeinheiten und Bezeichnungen benützt. Ergänsungen finden sich 
bei der Definition der Inertialsysteme, beim Flächensatz, den Führungskräften, 
Echaltungssätzen, dem Trägheitstensor und bei der Bezugnahme auf das Schwer- 
punkteystem; Einige Abbildungen sind verändert, die jetzige Fig. 44 ist binzuge- 
kommen. Die Anleitung zur Aufgabe III, 1 wurde im Anschluß an Überlegungen 
von H. MAYEs, München, neu formuliert. 

Der Verlag hat der Neuauflage große Sorgfalt zugewendst, wofür ihm besonders 
gedankt sei. 

Stuttgart, Mai 1061 E. Fuss 


Vorwort zur achten Auflage 


Gegenüber der sechsten und siebenten Auflage sind nur geringe Änderungen 
vorgenommen worden, um dem Verständnis des Lesers entgegenzukommen. 
Noch immer ist es bei der alten SomMerFELDschen Auswahl und Anordnung ge- 
blieben. Eifrige Leser der siebenten Auflage haben geholfen, eine Reihe kleiner 
Druckfehler und Unstimmigkeiten auszumerzen. Besonders haben sich die 
Herren CErrınsky, Greifswald, WaLomann, Tübingen, Brersteot, Mainz- 
Kastel, RıerzeL, Berlin, und KoEENER, Wülfrath, verdient gemacht. Letzterer 
hat recht mühsam einen Vorzeichenfehler in der Herleitung der KrrLEeRschen 
Beziehung für die exzentrische Anomalie beim Planetenumlauf gefunden, der 
darauf zurückging, daß SoMMERFELD abweichend vom Brauch der Astronomen 
die Winkelkoordinaten vom Aphel aus zählte. Ich bin daher in Überein- 
stimmung mit jenem Brauch zum Perihel als Nullpunkt übergegangen. 


Stuttgart, im Juli 1867 E. Fuzs 


Vorwort zur Lizenzausgabe 


Nachdem nahezu alle Bände dieses sechsbändigen Lehrbuches der Theoretischen 
Physik über längere Zeit vergriffen waren, haben wir uns entschlossen, eine Taschen- 
buchausgabe in Lizenz herauszugeben. Damit wird das hervorragende Lehrbuch, das 
für Physiker-Generationen bestimmend war, wieder für jeden Studenten zu einem 
erschwinglichen Preis zugänglich. 


Verlag Harri Deutsch 
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Vorbemerkung 


Die Mechanik ist das Rückgrat der mathematischen Physik. Obwohl wir nicht 
mehr, wie es im vorigen Jahrhundert üblich war, die Aufgabe der Physik in der 
Zurüekführung aller Erscheinungen auf mechanische Modelle sehen, sind wir doch 
überzeugt, daß die Prinzipien der Mechanik — der Satz von Impuls und Energie, 
das Prinzip der kleinsten Wirkung — in alle Gebiete der Physik hinübergreifen. 

Wir nennen unsere Vorlesung „Mechanik“, nicht wie es die Mathematiker gern 
tun, „analytische Mechanik“. Dieser Name rührt von dem großen Werk von 
La0RAnGE 1788 her, welcher das ganze System der Mechanik in eine einheitliche 
Formelsprache zu kleiden wünschte und stolz darauf war, daß ‚man keine einzige 
Figur in seinem Werke finden werde“. Wir wollen im Gegensatz dazu möglichst 
viel auf die Anschauung zurückgreifen und nicht nur die astronomischen, sondern 
auch die physikalischen und, bis zu einem gewissen Grade auch die technischen 
Anwendungen berücksichtigen. 

Der genaue Titel der Vorlesung wärs: „Mechanik der Systeme von endlich 
vielen Freiheitsgraden‘; der des zweiten Bandes würde entsprechend lauten: 
„Mechanik der Systeme von unendlich vielen Freiheitegraden“. Da aber der 
Begriff der Freiheitegrade nicht allgemein bekannt ist und hier erst am Anfang 
des zweiten Kapitels erklärt werden kann, muß es wohl mit dem althergebrachten, 
übrigens kaum mißverständlichen Titel „Mechanik“ sein Bewenden haben. 

Wir beginnen mit der Nzwronxschen Grundlegung: 

Philosophiae Naturalis Prineipia Mathematica (London 1687). 

Nicht als ob es nicht gewichtige Vorgänger NzwroNs gegeben hätte: ARCHI- 
MEDES, GALibEI, KerteR, HuyGens, um nur einige Namen zu nennen. Aber 
ein tragfähiges Fundsment der allgemeinen Mechanik hat doch erst NEwTON 
gelegt; bei einigen Abwandlungen und Untermausrungen dieses Fundamentes 
verschafft uns NEwroN auch heute noch den naturgemäßesten und didaktisch 
einfachsten Zugang zur allgemeinen Mechanik. 

Zunächst handelt os sich um die Mechanik des einzelnen Massenpunktes. 


Erstes Kapitel 
Punktmechanik _ 


& 1. Die Nowtonschen Axiome 


Die Bewegungsgesetze werden in axiomatischer Form eingeführt, als Zusam- 
menfassung und Verschärfung des gesamten Erfahrungsmaterials: 

Lex prima: Jeder Körper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder gleichlörmigen 
geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kräfte gezwungen wird, 
seinen Zusland zu ändern.}) 

Indem wir von der Erläuterung des hier vorweggenommenen Kraftbegriffes 
zunächst sbsehen, stellen wir fest, daß in diesem Gesetz die Zustände der Ruhe 
und der gleichförmigen (geradlinigen) Bewegung einander gleichgeordnet und als 
natürliche Zustände des Körpers betrachtet werden. Das Gesetz postuliert ein 
Beharrungsvermögen der Körper in diesem natürlichen Zustande. Dieses Behar- 
rungsvermögen nennen wir auch die T'rägheit des Körpers. Statt „Newrons lex 
prime“ sagt man auch „Galileis Trägheitegeseiz‘‘, wobei zu bemerken ist, daß 
GALILEI zwar viel früher als NEWTON zu diesem Gesetz gekommen ist, aber orat 
als Schluß- und Grenzresultat seiner Fallversuche auf der schiefen Ebene .bei 
verschwindender Neigung derselben, während es bei Newron charakteristischer- 
weise an die Spitze seines Systems gestellt ist. Das Newronsche Wort „Körper“ 
werden wir weiterhin durch „punktförmiger Körper‘ oder durch „Massenpunkt“ 
ersetzen. ; 

Um das Gesetz mathematisch zu formulieren, stützen wir uns auf die ihm 
vorangestellten Newronschen Definitionen 1 und 2. Die Definition 2 lautet: . 

Die.Größe der Bewegung wird durch die Geschwindigkeit und die Menge der 
Materie vereint gemessen. 

Die „Bewegungsgröße‘“ ist also das Produkt zweier Faktoren, nämlich der 
Geschwindigkeit, die geometrisch evident?) ist, und der „Menge der Materie‘, 

}} Wir zitieren hier und im folgenden nach Eunsrr MAon: Die Mechanik in ihrer Entwick- 
lung (8. Aufl., Leipzig: F. A. Brockhaus, 1921). Jeder Studenten wird das Studium dieser 
musterhaften, historisch-kritischen Darstellung empfohlen, zumal als Ergänzung unserer 
Vorlesung, die nur die gebrauchafertigen Begriffe der Mechanik bringen kann und auf deren 
Ursprung und allmähliche Klärung einzugehen versichten muß. Wir möchten aber nicht 
dahin mißverstanden werden, als ob wir uns die „positivistisch‘‘-philosophische Einstellung 
Macs zu eigen machten, wie siein Kap, IV. 4 seines Buches zum Ausdruck kommt (Über- 
spannung des Ökonomie-Prinzips, Ablohnung der Atomtheorie, Bevorzugung formaler 
Kontinuitäts-Theotien). 

») Sofern nämlich das Bezugssystem featgelegt ist, in dem die Geschwindigkeit gemessen 
werden soll, vgl. $ 2. 
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die physikalisch zu erklären ist. Nzwron versucht dies m seiner Definition 1, 
indem er sagt: Die Menge der Materie wird durch ihre Dichte und ihr Volumen 
vereint gemessen, Dies ist aber ersichtlich nur eine Scheindefinition, insofern ja 
die Dichte nicht anders definiert werden kann als durch die Menge der Materie 
in der Volumeneinheit. In derselben Definition 1 sagt Newron, daß er statt Menge 
der Materie im folgenden das Wort Masse gebrauchen werde. Wir schließen uns 
dem an, erklären aber gleichzeitig, daB wir die physikalische Definition der Masse 
(ebenso wie diejenige der Kraft) zurückstellen müssen. 

Die Bewegungsgröße wird hiernach das Produkt aus Masse und Geschwindig- 
keit. Sie ist ebenso wie die letztere eine gerichtete Größe, ein „Vektor“. Wir 
sohreibent): 


00) Gmb 
und formulieren das erste Bewegungsgesetz endgültig dahin, daß 
(2) & = konst. „bei Abwesenheit von Kräfi 


Das so präzisierte Trägheitsgesetz, das wir an den Anfang unserer Mechanik 
stellen, ist in Wirklichkeit das Ergebnis einer jahrhundertelangen Entwicklung. 
Wie wenig trivial es ist, mag daraus hervorgehen, daß der junge Kanr in seiner 
Schrift „Über die wahre Schätzung der lebendigen Kräfte‘ vom Jahre 1747, also 
lange nach Nzwron, sagt: ‚‚Es gibt zweierlei Bewegungen, solche, die nach einiger 
Zeit aufgehört haben, und solche, welche andauern.‘ Solche Bewegungen, die 
nach Kants Meinung von selbst aufhören, aind nach unserer heutigen (und nach 
Newrons) Auffassung Bewegungen, die durch Reibungskräfte verzögert und 
schließlich zerstört werden. 

Das Wort ‚„Bewegungsgröße“ ist insofern nicht glücklich gewählt, als ee dem 
Vektorcharakter von mb keinen Ausdruck verleiht. Diesem entspricht besser 
das in den letzten Jahrzehnten mehr und mehr in Aufnahme gekommene Wort 
Impuls. Ihm liegt die Vorstellung zugrunde, daß m v nach Richtung und Größe 
denjenigen Stoß bedeutet, der die jeweilig vorhandene Bewegung von der Ruhe 
aus zu erzeugen imstande ist. Wir werden daher in der Regel (in den letzten 
Kapiteln dieser Vorlesung sogar ausschließlich} vom „Impuls“ statt von der 
„Bewegungsgröße‘‘ reden, aber unter Beibehaltung des Buchstabens ®. Dem- 
entsprechend werden wir auch statt Trägheitsgesetz oder erstem Newronschen 
Bewegungsgesetz sagen können: Satz von der Erhaltung des Impulses. 


1) Wir setzen die elementare Vektorrechnung hier als bekannt voraus. Da aber die Vek- 
tor-Operationen im engsten Anschluß an die Mechanik (einschließlich die der Flüssigkeiten) 
entstanden sind, 80 werden wir oft Gelegenheit haben, die Vektorbegriffe zugleich mit den 
mechanischen Begriffen zu erläutern. 

Was die Bezeichnung der Vektoren betrifft, so benutzen wir, wo es bequem ist, dafür 
Frakturbuchstaben. Wir folgen darin dem Vorbilde von MAxwEıt, der in den letzten 
Kapiteln seines klassischen Lehrbuches die elektromagnetischen Feldvektoren durchweg 
in Fraktur schreibt. Daneben werden wir aber auch, als völlig gleichbedeutend mit der 
Frakturbeseichnung, die besonders im Auslande übliche Schreibweise mit einem Pfeil 
benutzen, z. B, & für die Winkelgeschwindigkeit, sofern sie als (axialer) Vektor angesehen 
werden soll. 
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Wir kommen zur 
Lex secunda, dem eigentlichen Bewegungsgesetz NEWTONS: 


Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft 
proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach 
welcher jene Kraft wirkt. 

Unter „Änderung der Bewegung“ ist hier zweifelsohne die Änderung der vorher 
definierten Bewegungsgröße & verstanden, also © (der Punkt ist die NzwTonsche 
Bezeichnung der „‚Fluxion‘ G= d@&jät). Unser zweites Gesetz heißt also, wenn 
wir die Kraft mit {5 (nach dem lateinischen Stamm fors) bezeichnen, 


(9) 6=%. e 
Da wir & Impuls nannten, handelt es sich hier um den Satz von der Änderung 
des Impulses oder kürzer um den Impulssatz schlechtweg. 

Leider ist die besonders in der mathematischen Literatur übliche Benennung 


statt dessen: Newtonsches Beschleunigungs-Gesetz. Gewiß ist, wenn wir m als 
Konstante behandeln, (3) einschließlich (1) identisch mit 


(38) mb =%: „Masse mal Beschleunigung = Kraft“. 


Aber die Masse ist nicht immer konstant, z. B. in der Relativitätstheorie nicht, 
wo sich die Nzwroxsche Formulierung (3) mit geradesu prophetischer Sicherheit 
bewährt hat. Wir werden in $4 eme Reihe von Beispielen mit veränderlicher 
Masse behandeln und dabei das Verhältnis der Formulierungen (3) und (3a) 
unter die Lupe nehmen. Aber auch das nach dem einzelnen Massenpunkte 
einfachste mechanische System, der rotierende starre Körper, zwingt uns dazu, 
seine Bewegungsgleichung im Sinne von (3) auszusprechen, nämlich in der Form: 
„Änderung des Impulsmomentes = Kraftmoment“, während eine Beschreibung 
durch Drehbeschleunigungen im Sinne von (3a) zu nichts füihren würde. Der 
Grund hierfür ist wie in der Relativitätetheorie die Veränderlichkeit des dn die 
Stelle der Masse tretenden Trägheitsmomentes bei wechselnder Lage der Dreh- 
achse im Körper. 

Wir müssen uns nun über den so oft diskutierten Kraftbegri/f Klarheit zu 
schaffen suchen. KIRoHHorFl} wollte ihn zu einer durch Masse x Beschleunigung 
gegebenen Definitionsgröße degradieren. Auch Hxrrzt} suchte ihn in seinem 
posthumen Werk zu eliminieren und durch Koppelung zwischen dem betrachteten 
System und anderen, mit ihm in Wechselwirkung stehenden, im allgemeinen 
verborgenen Systemen zu ersetzen. H£xrrz hat dies Programm mit meisterhafter 
Konsequenz durchgeführt. Aber zu fruchtbaren Folgerungen ist seine Methode 
kaum gelangt; insbesondere für den Anfänger ist sie völlig ungeeignet. 

Wir meinen, daß wir in unserem Muskelgefühl eine unmittelbare, wenigstens 
qualitative Vorstellung des Kraftbegriffs besitzen. Darüber hinaus steht uns 


i) Gusray KırcaEors, Bd. I seiner Vorlesungen über mathematische Physik, 3. 22. 
2) Humeıcn Hawrz, Bd. III sciner gesammelten Werke, Principien der Mechanik. 


6 1. Punktmechanik s 


überall auf der Erde als Vergleichsstandard die Schwere zur Verfügung, durch die 
wir alle anderen Kräfte quantitativ messen können. Wir brauchen ja nur die Wir- 
kung einer gegebenen Kraft durch ein geeignetes Gewicht zu kompensieren. 
(Mittels Rolle und Faden können wir ja die vertikale Schwererichtung in die der 
gegebenen Kraft entgegengesetzte Richtung überführen.) Indem wir uns überdies 
eine Anzahl gleicher Körper, einen „Gewichtssatz“, verschaffen, erhalten wir 
eine provisorische Skala als quantitatives Kräftemaß. 

Von dem Kraftbegriff gilt dasselbe wie von allen physikalischen Begriffen 
und Benennungen: Wortdefinitionen sind inhaltsleer, Realdefiniiionen erhalten 
wir durch eine Meßvorschrift, die wie in unserem Falle zunächst nur theoretisch, 
nicht unbedingt praktisch durchführbar zu sein braucht. 

Nachdem wir auf diese Weise der rechten Seite unseres Impulssatzes (3) einen 
konkreten Inhalt gegeben haben, ist dieser Satz zu einer wirklichen physikalischen 
Aussage geworden, Allerdings enthält er auf der linken Seite noch die bisher 
undefinierte Messe m. Esist aber nicht so, daß deren Definition der einzige Inhalt 
des Gesetzes ist. ‚Sondern das Gesetz betont, daß es eben 6 ist, nicht etwa & 
selbst oder ©, was durch die Kraft bestimmt wird. Wie sich die Massendefirition 
bei veränderlicher Masse gestaltet, werden wir m $4 am Beispiel der relativisti- 
schen Masse schen. 

Lex tertia: Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen 
zweier Körper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung. 

Es handelt sich hier um das Reaktionsprinzip, das oft ınit dem Schlagwort 
actio = reachio zitiert wird. 

Zu jedem Druck gibt es einen Gegendruck, Kräfte treten in der Natur immer 
paarweise auf. Der fallende Stein zieht die Erde genau ebenso stark an wie die 
Erde den Stein. 

Dieses Gesetz ermöglicht den Übergang von der Mechanik des einzelnen Massen- 
punktes zu der der zusammengesetzten Systeme; es liegt daher z. B. der gesamten 
Statik der Baukonstruktionen zugrunde. 

Als Lex quarta, welche bei NEwToN allerdings nur ale Zusatz zu den Bewegungs- 
gesetzen, als Corollarium, auftritt, wollen wir die Regel vom Parallelogramm der 
Kräfte ansehen. Sie besagt, daB zwei Kräfte, die am gleichen Massenpunkt an- 
greifen, sich zur Diagonalen des von ihnen gebildeten Parallelogramms zusammen. 
setzen. Kräfte addieren sich wie Vektoren. 

Dies scheint selbstverständlich, nachdem wir durch das zweite Gesetz die Kraft 
% mit dem Vektor ® identifisiert haben. Aber es enthält tatsächlich, wie Mac 
hervorhebt, das Axioın, daB jede Kraft an dem Massenpunkt die ihr zukommende 
Bewegungsänderung hervorbringt, unabhängig davon, ob andere Kräfte gleich- 
seitig einwirken, Diese Unabhängigkeit der Kraftwirkungen voneinander, allge- 
meiner gefaßt, das Superposilions- Prinzip der Krafiwirkungen, wird also durch das 
Kräfteparallelogramm axiomatisch festgelegt. Natürlich sehen wir hierin wie in 
den vorangehenden Bewegungsgesetzen eine Idealisierung und Verschärfung des 


gesamten Erfahrungematerisle. 
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Wir wollen schon hier neben dem Kraft- den Arbeitsdegriff einführen durch die 
Definition _ i 
(4)  d4=(F-de)= ds. oo (F,dı), 
also nicht, wie man oft sagt, „Kraft mal Weg“, sondern „Kraftkomponente mal 
Weg‘ oder „Kraft mai Wegkomponente“. 

Aus dem Satz „Kräfte addieren sich vektoriell“ folgt dann unmittelbar der 
ergänzende Satz: „Arbeiten addieren sich elgebraisch“. In der Tat schließt man 
aus 

r + Fr 4. = F 


(F = resultierende Kraft) durch skalare Multiplikation mit dem Weg da auf: 
(5) F-u+hd+.- =F-d. 
Hier sorgt die in (4) enthaltene Definition der akalaren Multiplikation von selbst 


dafür, daßz. B. in dem ersten Produkte nur der in Richtung von Fr zurückgelegte 
Weg ds, auftritt. Wir können also statt (5) auch schreiben 


(6) dA, +dd, +. =dA. w.z.b.w. 


An den Begriff der Arbeit schließt der der Zeistung en: Leistung ist die Arbeit 
pro Zeiteinheit. 

Um diese einführenden Erörterungen abzuschließen, wollen wir uns über die 
genaue Messung der mechanischen Größen verständigen. Zwei Maßsysteme steben 
sich hier gegenüber, das (Gropetsche) physikalische und das technische System. Der 
Unterschied besteht darin, daß im physikalischen System das kg (oder g) als 
Masseneinheit dient, dagegen im technischen das kp (Kilopond, früher als Kilo- 
grammgewicht bezeichnet) die Krajteinheit bedeutet. Dementsprechend ist, wenn 
g die Beschleunigung der Schwerkraft auf der Erdoberfläche ausdrückt, 

m kg 
P\ 
Weil aber die Schwerebeschleunigung g vom Ort auf der Erde abhängt (eie ist 
2. B. am Pol größer als am Äquator wegen geringerem Abstand vom Erdmittel- 
punkt und geringerer Zentrifugslwirkung), ist das Kilopond ortsabhängig und 
nicht transportierber. Das technische Maßaystem ist daher für Präzisionsmessun- 
gen ungeeignet; das physikslische wird im Gegensatz dazu mit dem Ehrentitel 
„absohrtes MaBsystem“ ausgezeichnet. Wie tief uns aber das technische Maß- 
system im Blut liegt, geht daraus hervor, daß in vielen Fällen, wo wir Masse sagen 
sollten, das Wort „Gewicht“ unausrottbar in unsere wissenschaftliche Sprache 
eingebürgert ist. Wir sprechen von spezifischem Gewicht, wo wir spezifische Masse 
oder Dichte segen sollten, von Atom- oder Molekulargewichten, die doch gewiß 

nichts mit der Erdbeschleunigung zu tun haben. 

Gauss, der Vater der absoluten Messungen, entachloß sich nach einigem Schwan- 
ken für des „physikalische“ Maßsystem. Anfangs war auch er geneigt, die Kraft 


=gN ==g „Newton“. 
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als Grundeinheit einzuführen, da sie in seinen Messungen des Erdmagnetismus 
eine direktere Rolle spielte ala die Masse. Weil aber andererseits die magnetischen 
Meesungen die ganze Erde umspannen sollten, sah er sich zur Annahme einer orte- 
unabhängigen Einheit gezwungen. 

Wir stellen die beiden Systeme gegeneinander und führen dabei die abgeleiteten 
Einheiten Newton, Joule, Watt, PS ein: 


Physikalisches Maßsystem Technisches Maßsysiem 
(Alten ogs-System) Neues mkgs-System kpms-System 
Längen lom lm = 10!om lm ee un. 
Zeiten 13 ls ls \also annähernd gleich der Zahl 9,8 
Massen 18 Ikg = 108g 1/g kp s!m“! 
Kräfte 1Idyn 1N (Newton) = I mkga-! Ikp=gN 
Arbeit lerg lmN = 1J (Joule) ImkpmgJ 
Leistung lergse! 1Js!= 1 W (Watt) ImkpetmgW 


1kW = 1 W 


1PS = T7ö5mkps! 


Entsprechend dem Beschluß der zuständigen internationalen Kommissionen 
haben wir unsere Schreibweise umgestellt auf das mkgs-System, in dem an Stelle 
des Zentimeters das Meter, an Stelle des Gramms das Kilogramm (Masse) einge- 
führt ist. Das entspricht auch dem Vorschlag von Giorgı, der sich allerdings erst 
bei Hinzunahme einer vierten unabhängigen, elektrischen Einheit, des Ampere (A), 
voll auswirkt. Für die Mechanik hat diese Änderung den Vorteil, daß die lästigen 
Zehnerpotenzen in der Definition des Joule und Watt fortfallen. Auch wird da- 
durch die neue Krafteinheit 1 Newton der technischen Krafteinheit Kilopond 
genähert, während die alte Krafteinheit 1 dyn = 10""N meist unbequem klein war. 


$2. Raum, Zeit und Bezugssystem!) 


Die Ansichten Nzwrons tiber Raum und Zeit scheinen uns heutzutage reichlich 
scholastisch und im Widerspruch ınit seinem sonst vertretenen Standpunkt, daB 
er sich nur auf Tatsachen stützen wolle. Er sagt: 

„Der absolute Raum bleibt vermöge seiner Natur und ohne Beziehung auf 
einen äußeren Gegenstand stets gleich und unbeweglich.“ 

„Die absolute, wahre und mathematische Zeit verfließt an sich und vermöge 
ihrer Natur gleichförmig und ohne Beziehung auf irgendeinen äußeren Gegenstand. 
Sie wird auch mit dem Namen Dauer belegt.“ 

Hiernach scheint es so, als ob sich NzwroN keine Gedanken darliber gemacht 
hätte, woher er seine absolute Zeit nimmt und wie er seinen „unbeweglichen‘ 
absoluten Raum von einem dagegen gleichförmig bewegten Raum unterscheiden 
könne. Das ist um so verwunderlicher, als er ja in seiner Lex prima den „Zustand 
der Ruhe‘ dem „der gleichförmigen Bewegung‘ gleichordnet. Andererseits ver- 

1) Der Anfänger, dem die folgenden etwas abstrakten Betrachtungen fremdartig scheinen, 


möge das Studium von diesem und von Teilen des übernächsten Paragraphen auf später 
verschieben. 
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sucht Nzwron, den Gegensatz zwischen absoluter und relativer Bewegung durch 
seinen berühmten „Eimerversuch‘ zu klären‘): Wasser wird in einen Eimer 
gefüllt, der an emem tordierten Faden hängt und durch diesen plötzlich m Rota» 
tion um seine Achse versetzt wird. Die Oberfläche des Wassers bleibt vorersteben, 
obwohl die Relativgeschwindigkeit zwischen Eimer und Wasser groß ist. Erst 
im dem Maße, wie das Wasser durch Reibung in Bewegung gesetzt wird, steigt es 
an der Wand in die Höhe und bildet die bekannte paraboloidische Hohlform. Die 
Relativbewegung zwischen Eimer und Wasser ist jetzt Null, aber die „absolute 
Bewegung“ des Wassers im Raum hat sich ausgebildet, kenntlich an der Wölbung 
der Oberfläche infolge der Wirkung der Zentrifugalkräfte. 

Freilich zeigt der Versuch nur, daß der rotierende Eimer nicht das geeignete 
Bezugasystem liefert, um die Bewegung des Wassers und seine Oberflächengestalt 
in einfacher Weise zu verstehen. Ist die Erde ein solches Bezugssystem ? Auch 
sie rotiert und läuft überdies um die Sonne. Welche Forderung haben wir allge- 
mein an das ideale Bezugssysiem der Mechanik zu stellen? Wir verstehen darunter 
ein raum-zeitliches Gebilde, nach dem wir die Lage der Massenpunkte und den 
Ablauf der Zeit bestimmen können, also etwa ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system z, y, z und eine Zeitakala $, 

Praktisch verlassen wir uns hierbei auf die Astronomen, die uns im Fixstern- 
Himmel hinreichend feste Achsenrichtungen und im mittleren Sonnentag eine 
hinreichend konstante Zeiteinheit liefern. Theoretisch aber sind wir leider zu- 
nächst zu einer unerfreulichen Tautologie gezwungen: Dasjenige Bezugssystem 
ist das richtige, in dem für einen hinreichend kräftefreien Körper das GALILEIsche 
Trägheitsgesetz hinreichend genau gilt. Für drei erste Massenpunkte, die sich suf 
drei nicht zueinander parallelen Geraden bewegen, wird das Trägheitsgesetz da- 
durch zur formalen Identität degradiert; für jede weitere kräftefreie Bewegung 
bleibt aber seine Behauptung als nicht formaler Inhalt bestehen. 

Es gibt also Bezugssysteme der geforderten Eigenschaft; ein solches wird, nach all 
unserer Erfahrung, approximiert durch astronomische Orts- und Zeitbestimmung, 

Genau dasselbe meint man, wenn man der Mechanik ein /nertial-System zu- 
grunde legt, d. h, ein von Trägheitsbahnen gebildetes Gedankending. 

Nun erhebt sich die Frage: Wie weit ist: dieses ideale Bezugssystem bestimmt 1 
Gibt es ein solches System z, y, 2, f, oder gibt es deren etwa unendlich viele?! Das 
Trägheitsgesetz, welches nicht zwischen Rube und gleichförmiger Bewegung 
unterscheidet, zeigt sofort, daß mit x, y, 2, i jedes System x’, y’, z’, €’ gleichberech- 
tigt ist, das sich von jenem nur durch eine gleichförmige Translation unterscheidet. 
In Formeln heißt das: 


“=z+olb, 
d=z+yYb; 
‘=4. 


ı) „Diesen Versuch habe ich selbst gemacht“, sagt Newron, wohl im Hinblick auf die 
Naturphilosophen, etwa seinen Landsmann Franoıs Baoon, der gem das Ergebnis von 
Versuchen beschreibt, ohne sie ausgeführt zu haben. 
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Wir können die Transformation (1) verallgemeinern, indem wir das räumliche 
System der x, y, » im sich drehen, was darauf hinauskommt, daß wir in (1) x, Pa 
durch neue Raumkoordinsten £, 7,2 ersetzen, für die gilt 

(2) e+rp+ü=arpP+e. 

Diese Bedingung definiert eine beliebige orihogonale Transformation und ergibt, 
wenn unter o,, Richtungakorsinus verstanden werden: 


0) 


Dieses Schema kann sowohl von links nach rechts als von oben nach unten gelesen 
werden. Die o,, genügen dabei wegen (2) der bekannten Bedingung. 
(4) Zu=Zchh=], Sa = 2 ay9 = 0. 


Setzt man die x, n,C aus ®) auf den a Seiten von (l)statt dass y,2 ein, 80 
erhält man das verallgemeinerte Transformations-Scheme 


(6) 


Die Tatsache, daß das gestrichens System z’, y', 2’, # ebenaogut als Bezugs- 
system der klassischen Mechanik dienen kann wie das ungestrichene 2, y, 2, f, 
nennen wir das Relativililtsprinzip der klassischen Mechanik. Die Transformation 
(5) soll im folgenden eine Galilei-Transjormation heißen. Bie ist linear in den 
vier Koordinaten, orthogonal in den ersten drei und läßt die Zeit-Koordinste in- 
variant (= #). Letzteres bedeutet, daß das Relativitätsprinzip der klassischen 
Mechenik den von NEwTon postulierten absoluten Charakter der Zeit unberührt 
läßt. 

Eine neue Situation aber eröffnet sich im Gebiete der Elektrodynamik und 
ihrem Spezialfalle der Optik. Die Maxwexsohen Gleichungen, welche dieses Ge- 
biet beherrschen, erweisen, wenn man sie in jedem zulässigen Bezugssysten gelten 
läßt, den Vorgang der Liohtausbreitung im Vakuum mit der Lichtgeschwindigkeit 
c als einen vom Bezugesystem unabhängigen Vorgang. Die Front einer vom 
Koordinsten-Anfangspunkt ausgehenden Kugelwelle wird, je nachdem, ob wir 
im ungestriohenen oder im gestriohenen en rechnen, gegeben durch die 
Gleichung 
(6) Are kw AN, 

Es ist an dieser Stelle bequem, die Bezeichnung der Koordinaten im folgender 
Weise abruändern 


7 z=2, yzızı 3=2 del=z, 
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unter i die imaginäre Einheit verstanden; entsprechend für die ug 
Koordinsten. Die Gln. (6) en sich m 


(8) Z 4=0, Z = 

und die Unabhängigkeit der Liohtausbreitung vom Bezugssystem verlangt!): 
4 4 

(9) & = z u. 


Während GI. (2) eine orthogonale Transformation im dreidimensionalen Raum 
definierte, haben wir es bei (9) mit einer orthogonalen Transformation im Vier- 
dimensionalen zu tun, allerdings bei imaginärer vierter Koordinate, was aber dem 
Bestehen der zu (3), (4), (5) analogen Gleichungen keinen Abbruch tut. Die statt 
(5) entstehende Beziehung zwischen den x, und x, nennt man allgemein eine 
Lorentz-Transformation (nach dem großen holländischen theoretischen Physiker 
HENDRIK AxToN LORENTz). Wir schreiben sie in das allgemeine Schema: 


10) 


Dieses Schema zeigt unmittelbar, daß die Zeit-Koordinate (in der imaginären 
Form 2,) jetzt bei Änderung des Bezugasystems ebenso in Mitleidenschaft gezogen 
wird wie die Raum-Koordinaten. Die Absolutheit der Zeit ist, als notwendige Folge 
der Invarianz-Forderung (9), aufgehoben. 

Lehrreicher als die allgemeine ist die besondere LoREnTZ-Transformation, die 
wir erhalten, wenn wir zwei Raum-Koordinaten, etwa x, und z,, ungeändert lassen 
und nur z, und x, transformieren. 

Dann müssen in (10) alle a der ersten und zweiten Horizontal- und Vertikalreibe 
versohwinden bis auf 

=onml 
wegen 2) = 2,2, = 2, (von links nach rechts sowie von oben nach unten gelesen). 
Ferner haben wir wegen der zu (4) analogen Bedingungen 


a) + tn tete, 
also mo od = ol. 

Wir könnten also mitdö = +1 

(Ila) md 

setzen und müssen dann 

(11b) Sy =—Öün 


= Von den Gin. (8) muß nämlich die eine Folge der anderen sein. Wegen der Linestität 
Zusammenhangse muß also der eine Ausdruck (8) proportional zu dem anderen sein, 
en zwar mit dem Proportionalitätsfektor 1 wegen der Wechselseitigkeit der Beziehung. 
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sohreiben, wegen der weiteren Orthogonalitätsbedingung ag 04 + &aauı = 0. 
Unter Benutzung von (11a, b) erhalten wir aus (10), wenn wir nach (7) zu den ur- 
sprünglichen Koordinaten s, t, 2’, #’ übergehen 
z = nl? +idcäe), 

= alt 8,). 


Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, daß 


(12) 


(138) idee = 


die Geschwindigkeit bedeutet, mit der vom ungestrichenen System aus die z-Achse 
parallel zur 2’-Achse in deren positiver Richtung verschoben wird. Wegen (12a) 
schreiben sich dann die Gin. (12) 


z =0g@— vi), 
f -—danli— 52). 


Um nun noch a,, zu bestimmen, benutzen wir die GI. (9), die sich in den ursprüng- 
lichen Koordinaten zu 72 — el! = 21 cf? vereinfacht. Setzen wir hier die 
Werte von z’ und f’ aus (13) ein, a0 verschwindet der Faktor von 2v 2 auf der 
linken Seite und die Vergleichung der Faktoren vou 2? und f rechts und links 
liefert 


(13) 


REEL. 
a=i-dje 


Im Limes c.->00 muß jedenfalls aus (13) die Gauiter-Transformation (1) mit 
% =ß, =Oundyy =— v hervorgehen. Dazu muß ö=— 1 gesetzt und das 
Vorzeichen von o,, positiv gewählt werden, so daß schließlich als charakteristische, 
zweidimensionale Lorentz-Transformation 


(ia) ee Re. =, i—P#>0 


entsteht. 

Die Relativierung der Zeit in (14) und die Maßstabsänderung der Raum-Koor- 
dinate z, dargestellt durch den Nenner Yı— Reh, ist, wie wir sehen, bedingt durch 
die Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit c, mit der das Relativitätsprinzip der 
klassischen Mechanik unverträglich ist. 

Wir nennen die Tatsache, daß bei endlicher Ausbreitungs-Geschwindigkeit c 
aller elektrodynamischen Wirkungen an die Stelle der Gauız.eı-Transformationen 
die Loßentz-Transformationen in der allgemeinen Form (10) oder der speziali- 
sierten Form (14) zu treten haben, das Relativiläts- Prinzip der Elektrodynamik. 
Blieben beide Relativitätsprinzipe nebeneinander bestehen, so würde zur Dar- 
stellung meohanisch-elektrischer Versuche nur ein einziges Bezugssystem zulässig 
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sein. Die Physiker haben (z. B. im MıokeLson-Versuch) danach gesucht, aber stets 
die Erfahrung gemacht, daß auch für solche Versuche das LoRENTZsche Relativi- 
tätsprinzip gilt. Man muß daraus schließen, daß auch die Mechanik sich der Tat- 
sache der endlichen Liohtausbreitung anzupassen hat. Nur deshalb, weil alle in 
der gewöhnlichen Mechanik vorkommenden Geschwindigkeiten sehr klein gegen 
c sind, können wir für die Zwecke der Mechanik fast immer von den durch 
(14) gegebenen Maßstabs-Änderungen der Raum- und Zeit-Koondlinaten absehen. 

Die Fülle der physikalischen Tatsachen, welche in der Lorentz-Transformation 
enthalten sind, werden wir erst im dritten Band dieser Vorlesungen besprechen. 
Hier wollen wir nun noch untersuchen, welohe Änderungen an der Auffassung der 
Fundamentalgröße © (Bewegungsgröße oder Impuls) aus unserem jetzigen Rels- 
tivitätsprinzip fließen. 

Wir nannten einen Vektor. Demit ist nichts anderes gemeint, als daß sich 
die drei Komponenten von & bei einer Änderung des Koordinaten-Systems ebenso 
ändern wie die Koordinaten selbst (d.i. die Komponenten des Radiusvektors 
t=2,y,z). Wir sagen dementsprechend: © verhält sich kovariant zu T. 

Das gilt aber nur vom Standpunkt der Gauizer-Transformationen, also bei als 
absolut angesehener Zeit. Vom Standpunkt der LoRENTZ-Transformationen ist 
der Radiusvektor eine vierkomponentige Größe, ein. Vierervektor 


(15) PETER 


Auch unser Impuls — wir nennen ihn weiterhin @ — muß als Vierervektor erklärt 


werden, d. h. zu x kovariant sein, wenn anders er in der Relativitätstheorie Hei- 
matsrecht haben soll. Wir kommen zu diesem Vierervektor auf folgendem Wege: 

a) Ebenso wie (15) ist ein Vierervektor sicherlich der Koordinstenabstand zweier 
benachbarter Punkte 


(16) da — da, da, de„iedt. 


b) Der Betrag dieses Abstandes ist sicherlich eine bei Lorentz-Transformatio- 
nen invarianie Größe. Er ist, von einem Faktor i c abgesehen, gegeben durch 


am) "rar Zr dreh. 


dr heißt nach Mımkowskı das Element der Zigenzeit; dieses ist im Gegensatz zu 
dt relstivistisch invariant. Indem wir in (17) d# ausklammern und die gewöhnliche, 


im Dreidinensionalen ge Geschwindigkeit v einführen, erhalten wir 
(178) ee vgl. (18). 

e) Durch Division des Vierervektors (16) mit der Invariante (17a) entsteht 
sicher wieder ein Vierervektor; wir nennen ihn Vierervektor der Geschwindigkeit: 


ı E da, Ehe) 


u Nraaı 
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d) So wie aus dem Dreiervektor der Geschwindigkeit durch Multiplikation 
mit der vom Bezugssystem unabhängigen Masse m der frühere Impulsvektor & 
entstand, leiten wir aus dem Vierervektor (18) durch Multiplikation mit einem 


vom Bezugssystem unabhängigen Massenfaktor den Vierervektor G des Impulses 
ab. Wir nennen diesen Massenfaktor Rulmasse m, und erhalten 

= m (dr de de . 
(19) ee E'’n: ie). 
Es ist sinngemäß, die Größe vor der Klammer als bewegte Masse zu bezeichnen, da 
sie für 8 = 0 in die Ruhmasse übergeht, oder auch sis Masee schlechtweg. Wir 
behaupten also: 


(20) = 


Dieses Glesete ist zuerst von Lorentz 1904 unter sehr speziellen Annahmen (de- 
formierbares Elektron) abgeleitet worden; die vorstehend gegebene Ableitung aus 
dem Relativitätsprinzip macht solohe besonderen Annahmen überflüssig. GI. (20) 
wurde durch vielfsche Präzisionsversuche an schnellen Elektronen gesichert und 
bildet zusammen mit optischen Versuchen, insbesondere dem von MICHELSoN, 
das Fundament, auf dem sich die Relativitätstheorie aufbaut. Wenn wir hier, die 
Reihenfolge umkehrend, von dem Relativitätsprinzip aus auf scheinbar sehr for- 
malem Wege zu GH. (20) gelangten, so ist. das logisch zulässig und der Kürze dieser 
einführenden Erörterungen dienlich, Welohe Änderungen sich aus der geschwin- 
digkeitsabhängigen Masse für die weitere Anwendung der Newronschen Bewegungs- 
gesetze ergeben, werden wir in $4 besprechen. 


An dieser Stelle liegt es uns ob, wenigstens andeutungsweise die Frage nach den 
zulässigen Bezugssystemen zu Ende zu führen, indem wir von der bisher behan- 
delten speziellen Relativitätstheorie übergehen zu der allgemeinen Relativilätstheorie 
(Eınsrem 1915). In der speziellen Relativitätstheorie gibt es berechtigte Bezugs- 
syateme, die auseinander durch LORENTZ-Transformstionen hervorgehen, und 
unberechtigte, z. B. solche, die gegen jene beschleunigt sind. In der allgemeinen 
Relativitätstheorie werden alle mögliohen Bezugssysteme zugelassen; die Trans- 
formationen zwischen ihnen brauchen nicht mehr wie in (10) linear und orthogonal 
zu sein, sondern können durch irgendwelche Funktionen x, = fr(% & 2, 24) 
gegeben sein, Es handelt sich also um beliebig bewegte und beliebig gegenein- 
ander deformierte Bezugssysteme. Baum und Zeit verlieren dabei jeden Best 
ihres absoluten Charakters, den sie bei der Nzwronschen Grundlegung hatten, 
und werden bloße Einordnungsschemata für die physikalischen Ereignisse. Selbst 
die euklidische Geometrie reicht für diese Einordnung nicht mehr aus und muß 
durch die viel allgemeinere, von Riemann vorbereitete Metrik ersetzt werden. 
Hierbei entsteht nun die Aufgabe, den physikalischen Gesetzen eine solche Form 
zu geben, daß sie für alle hier zu betrachtenden Bezugssysteme Gültigkeit haben, 
also eine Form, die invariant ist gegenüber beliebigen „Punkt-Transformationen“ 
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= (24...,24) des vierdimensionalen Raumes. Daß dieses möglich int, bildet 
den positiven Inhalt der allgemeinen Relativitätstheorie. Wir können uns in 
dieser Vorlesung nicht mit der mathematisch sehr koinplizierten Gestalt beschäfti- 
gen, die die Gesetze der Mechanik dabei annehmen. Wir erwähnen nur, daßsich 
auf diesem Wege eine zwangsläufige Ableitung und zugleich eine Verschärfung 
der Newronschen Gravitation ergibt. 

Wir schließen mit einer Bemerkung über die Benennung „Relativitätetheorie“, 
Nicht die vollständige Relativierung von Raum und Zeit ist die positive Leistung 
der Theorie, sondern der Nachweis der Unabhängigkeit der Neturgesetze von der 
Wahl des Bezugssystems, der Invarianz des Naturgesohehens gegenüber jedem 
Wechsel im Standpunkt des Beobachters. Infolgedessen wäre der Name Inva- 
rianten-Theoris des Naturgeschehens oder, wie gelegentlich vorgeschlagen wurde, 
Standpunktslchre beneichuendar als der gebräuchliche Name „allgemeine Relativi- 
tätstheorie“. 


83. Geradlinige Bewegung eines Massonpunktes 


Die Bewegung finde in der x-Achse statt. Von allen Vektoren kommen nur die 
Komponenten in Richtung der x-Achse zur Wirkung. Die betreffende Kom- 
ponentensumme der Kräfte nennen wir X. 


FR de dx i 
Esistv = z und, = m;; . Daun gilt 
a) 6, 
und bei konstantem m 
diy 
(2) my=X- 


Wir wollen die Integration dieser bewegungsgleichung in den Fällen studieren, 
wo X als reine Funktion der Zeit [X = X(f)], des Ortes [X = X(z)] oder der 
Geschwindigkeit [X = X(v)] gegeben ist. 

») Z= Xi). 

Die unmittelbare Integration liefert: 


e 
ı 
(8) v—u-.. [zua=izu. 
6 
Dabei ist also Z(f) das Zeitintegral der Kraft und ist gleich der Impulsänderung 
während der Zeit von &, bis. 
Nochmalige Integration führt zu der Weggleichung: 


[3 
a .n=ut-)+r- |zwi. 
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b)X= Xi). j 
Dies ist der typische Fall des räumlich gegebenen Krafijekles. Die Integration 
wird durch den Einergiesatz geleistet. Wir multiplizieren (2) beiderseits mit dx/di: 


de dr dr 
(5) nv 'p-Ä'T 


Jetzt steht links ein vollständiges Differential: 


ad [m (dr\® 
u F (2) 
Rechter Hand schreiben wir in Übereinstimmung mit der allgemeinen Definition 
in (1.4) dA = X dx und nennen dA die aufdem Wege dx von X geleistete Arbeit. 
Die so entstehende Gleichung besagt: Die Änderung der kinelischen Energie des 
Massenpunkts ist gleich der Arbeitsleistung der ‘Systemkraft X an ihm. 
Wir definieren nämlich 


6) T-En-z% 


als kinetische Energie oder Energie der Bewegung; die ältere Bezeichnung „leben- 
dige Kraft“ (Lerswiz) spiegelt die Mehrdeutigkeit des Wortes „Kraft“ wider (vis 
viva gegen vis motrix; noch HEL.MHo1.TZ nannte seine Abhandlung vom Jahre 1847 
„Über die Erhaltung der Kraft“). 

Neben der kinetischen Energie definieren wir die potentielle Energie V durch 


fo = —_d4=—Xdr, Vbg=—[Kde. 


In der eindimensionalen Punktmechanik ist diese Definition ausreichend, solange 
keine Reibung im Spiel ist; bei zwei- oder dreidimensionalen Kraftfeldern wird 
die Existenz von V außerdem durch die Natur der Kraftfelder eingeschränkt (vgl. 
$ 6 unter 3). Nach (7) ist 9 nur bis aufeine additive Konstante bestimmt. 

Auf Grund dieser Versbredungen entsteht aus der integrierten Gl. (5) der 
Energiesatz: . 
@) T+YV=kont.=W, 


W ist die Energiekonstante, die ‚„‚Gesamtenergie“. 

Der Energiegatz besitzt außer seiner überragenden physikalischen Bedeutung 
auch eine bemerkenswerte mathematische Kraft. Er leistet nämlich, wie wir 
sahen, nicht nur die erste Integration, sondern gestattet auch, wenigstens im vor- 
liegenden Falle b), unmittelbar die zweite. Schreiben wir nämlich (8) in der Form 


de® 2 
7) = - . W— F(z)], 
so erhält man durch Umkehrung: 


y m 
d= iw—n Zend 
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t ist also ale Funktion von x bekannt, somit auch x als Funktion von !. Wir haben 
demnach in (9) die vollständig integrierte Bewegungsgleichung vor uns. 


ec) Z= Xp). 
Die Bewegungsgleichung lautet jetzt: 
m» = = X(v). 
Wir schreiben sie 
mdo 
d= Z 
und erhalten sofort 
v 
(10) I-h=m | =. 
” 
Damit ist auch v als Funktion von # erklärt: v = f{t). Wir haben also 
dr 
7-0 
und folgern daraus 
‘ 
2—2, -/me&. 
Beispiele 


1. Freier Fall in Erdnähe (Stein), 
Die x-Achse zähle positiv nach oben. Die Kraft ist konstant 
(al) Z=—mg, 
d.h. von ti, = und v unabbängig. Dann sind alle drei Integrationsmethoden 
a), b), 6) anwendbar. 
Wir führen a) und b) durch und aetsen dabei ausdrücklich voraus, daß die 
„schwere“ und die „‚träge‘ Masse einander gleich sind: 
(12) Machwer ” Ming - 
Myng ist die durch die Lex secunda definierte Masse, Myohwer die im Gravita- 
tionsgesetz und daher auch in unserem Kraftansstz (11) vorkommende Masse. 
Schon BessxL hat die Notwendigkeit erkannt, die GI. (12) experimentell, 
dureh Pendelversuche), zu prüfen. Einen viel genaueren experimentellen Beweis 
2) Es sei übrigens darauf hingewiesen, daß schon bei Nzwron am Anfange seiner Mecha- 


nik, nämlich in der Definition 1, der interesssnte Satz vorkommt: „DaB die Masse dem 
Gewicht proportional ist, habe ich durch sehr genau angestellte Pendelversuche bewiesen.‘ 
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lieferte Eörvög mit seiner Drehwaage. Später gab (12) den ersten Anstoß zur 
Emsrerssohen Gravitationstheorie. 

a) z=—g. Bei geeigmeter Wahl der Integrationakonstanten (für i = 0 sei 
v=0undz=Ä) wird: 


ze=—gl, z=h—£R, 
b) Wegendd =— mgd, V=mgz,wrdTItmgz= MW. 
Itv=0fürz=h,sowirdW = mgh; also 
Getmgz=mgh. 

Speziell für z = 0 folgt! = 2g Äh, 

(13) v= -V2gh. 

Kehren wir die Gleichung um, so erhalten wir in 

v 


(13a) h=;7 


die sogenannte Geschwindigkeitshöhe, zu der eine (beliebige) Masse erhoben 
werden muß, damit sie im Schwerefeld beim Durchfallen dieser Strecke eine 
vorgegebene Geschwindigkeit » erhält. Die Einführung dieser Geschwindig- 
keitshöhe h an Stelle der Geschwindigkeit u ist besonders bei gewissen technischen 
Fragen bequem, z. B. Steighöhe des Wassers in einer Prrotschen Röhre, Druck- 
höhe in einer Zentrifuge usw. Auch die Höhendifferenz der Wasseroberfläche 
im Nzwronschen Eimerversuch wird durch (13a) gegeben. 


2, Freier Fall aus großer Entfernung (Meteor) 


Jetst ist die anziehende Kraft keine Konstante mehr. Es gilt vielmehr das 
Gravitationsgesetz (m Meteormasse, M Erdınasse, @ Grevitationskonstantet)): 
dr mMd 
Hier haben wir statt der Koordinate z die vom Erdmittelpunkt aus gezählte 
Entfernung r geschrieben. Da die Kraft von r abhängt, kommt jetzt nur die 

Integrationsmethode b) in Frage. 
Speziell für die Erdoberfläche ergibt sich aus (14) mit a als Erdradius 


mMd@ 
myg=——: 


m M G kann daraufhin aus (14) eliminiert: werden: 


ı) Der Leser wird die such später, beim Problem der Planetenbewegung, auftretende 
Gravitationskonstente G nicht mit dem Betrag |®| eines Impulses verwechseln. 
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‚Aus (7) berechnet sich in diesen Bezeichnungen: 

WW =—dA=mg a ’ 
also als potentielle Energie, wenn man deren Nullniveau ins Unendliche legt, 
(18) n=—mg?. 
Aus (8) folgt daher 


3@)- -W=- 2 . 


wo Reine hypothetische Anfangsentfernung vom Erdmittelpunkte ist, in der sich 
die fallende Masse in Ruhe befand. Wir haben also 


116) nr 


und, entsprechend GI. (9): 


1 dr 
(162) Per u f ee) 
ayzg y ı 1 
rR 
Wir brauchen die in (16a) geleistete Integration nicht weiter auszuführen, 
da uns nur zwei Spezialfälle von Gl. (16) interessieren: 
a) R=, r=a. 


Der Meteorstein erreicht die Erde mit der Geschwindigkeit 
dr 
u” 29a. 


D.h.: Der freie Fall aus unendlicher Höhe im Gravitationsfelde würde an der 
Erdoberfläche dieselbe Geschwindigkeit ergeben wie der freie Fall aus der Höhe 
h = a bei konstanter Schwerebeachleunigung g [s. GI. (13)]. 

b) R=arh. ha. r=a. 


Hier handelt es sich um eine erste Korrektion der Fallgeschwindigkeit (13) 
wegen abnehmender Scohwerebeschleunigung bei nicht zu großer Fallhöhe. Aus 
(16) folgt 


a 


[3 
-Yiga- yE.(ı 744 = Vin (142 ): 
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3. Freier Fall mit Luftwiderstand 


Wir wollen annehmen, der Luftwiderstand sei proportional dem Quadrat der 
Geschwindigkeit zu setzen. Diese schon von NzwroX herrührende Annahme 
stimmt mit der Erfahrung hinreichend überein, wenn der fallende Körper nicht 
zu klein und seine Geschwindigkeit weder vergleichbar mit der Schallgesohwindig- 
keit noch versehwindend klein ist. Die im ganzen wirkende Kraft ist dann (wegen 
der Vorzeichen beachte man, daß der Luftwiderstand der Sohwere entgegen- 
arbeitet): 

Xw)=—mg-tau, 


vgl. oben unter o), und die Bewegungsgleichung wird 


dv a 
m F--ıtir. 
Setzen wir Fri) so geht sie über in 
d 
g=-nut-W. 
Daraus folgt, ähnlich wie in (10) mit , = 0: 
dv 1 ı 1 i+bv 
4-5 (7 +7 In)" le Ti Te TE 
Also wird ; ! 
I +bo Be 177 
1—bv 2 
e-2tist— 1 ainh bgt 
(18) bv = r1 = a tmahbat. 


Hier bedeuten sinh, oosh, 'tanh die hyperbolischen Funktionen. |b | wächst 
also von O,sus beständig an und nähert sich für £=00 dem Wertel. Der Grenz- 
wert, dem v selbst zustrebt, wird 


1 mg 
YI=z>=V- 
Dies ist auch unmittelbar aus GI. (17) abzulesen, weil für den vorstehenden Grenz- 
wert dv/dt gleich Null wird. - ; 
Wir benutzen G1. (18), um eine erste Korrektion der für den Iuftlesren Raum 
abgeleiteten Formel mit Rücksicht auf den Luftwiderstand zu gewinnen. Aus 
der Reihenentwioklung - 


tanha = = =0- 


erhalten wir mit a = bg nach (18) 


vi 
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4. Harmonisehe Schwingungen ‚ 
Diese entstehen, wenn auf unseren Massenpunkt m eme der Ausschwingung z 
proportionale rücktreibende Kraft X wirkt. Nennen wir den Proportionalitäts- 
faktor &, so haben wir 


= —kı 
und'als Bewegungsgleichung bei konstantem ın 
(19) m = =—kı. 


Da die Kraft als Funktion der Koordinate gegeben ist, Fall b) von 8.17, 
wenden wir nach der dortigen allgemeinen Vorschrift zur Integration den Energie- 
satz an. Dazu müssen wir zunächst die potentielle Energie der harmonischen 
Bindung bestimmen. Wir haben 


U=Xde=—Ldei) 
und daher nach (7) bei passender Wahl des Nullniveaus von F 
® 
k 
=— [ dA= 7 Sei, 
[1 
Der Energiesatz lautet daher: 


mt+ka=2W. 
Als Anfangsbedingungen setzen wir etwa fest: 


. ‚[z=s 
(19a) tr =0:[5 75 _,. 


Dann erhält 2 W den Wert kat, und es wird 


ren 


VEu- ze 
m Ye—z : 
also unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen (198): 


(20) a8 = arosin  — Z mit =V2. 
Durch Umkehrung entsteht 
(21) »=a-sinlwe+3)=0- mes. 


Hiernach ist der physikalische Sinn der eingeführten Abkürzung w klar. Sie 
bedeutet die „‚Kreisfreqguenz“, nämlich die Anzahl Schwingungen in 2x Zeitein- 
heiten, und es gilt, wenn r die Schwingungsdauer und » die Schwingungszahl®) 


%) Im Gegensatz zu » bedeutet » die Anzahl der Schwingungen in einer Zeiteinheit (Se- 
kunde). Statt Schwingungszahl sagt man auch häufig „‚Frequenz‘‘ schlechtweg. 
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bezeichnet: 
an 


(22) i 5 u=- =inv 


Mit dieser Abküryung können wir statt (19) auch schreiben: 
(23) Z+olz=0. 


Der Energiesatz hat den Vorteil, daß er stets zum Ziele führt, wie auch die 
Kraft X von x abhängen möge. In unserem Falle aber, wo X linear in x ist, gibt 
es einen anderen, viel eleganteren Weg. Er beruht auf dem unmittelbar einleuch- 
tenden Satz, daß eine homogene lineare Differentialgleichung beliebiger Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten (x = abhängige, t = unabhängige Variable) stets 
durch den Ansatz gelöst werden kann: 

(4) z=(0elt, 

sofern A als Wurzel einer aus der Differentielgleiohung entstehenden algebraischen. 
Gleichung gewählt wird. Dieser Ansatz liefert eine partikuläre Lösung; die alige- 
meine Lösung entsteht durch Superposition aller solcher partikulären Lösungen 
in der Form 


(44a) = lc. 
Die algebraische Gleichung für A wird bei unserer Gl. (23) eine quadratische: 
A+0°=0 mit den Wurzeln A= tie. 

Die allgemeine Lösung lautet daher: 

(24b) zu Gert ee, 

Die Konstenten C,, C, werden durch die Anfangsbedingungen (19a) festgelegt: 
z=0lefrt: Gioa— Goi=0: G=G. 
z=aliefert: 0-04, =20: G=7- 

Also lautet die definitive Lösung des Problems in Übereinstimmung mit (21) 

x<=sonwt. 


Wir werden später (Kap. III, $ 19) von dieser Methode einen ausgiebigen Gebrauch 
machen für gedämpfte, erzwungene, gekoppelte usw. Schwingungen, sofern diese 
durch lineare Differentialgleichungen beschrieben werden können. Die Über- 
sohrift „harmonische Schwingungen“, die wir diesem Abschnitt vorangestellt 
haben, weist auf den linearen Ansatz der rücktreibenden Kraft und die daraus 
folgende Darstellung der Bewegung durch eine einheitliche Frequenz & hin. Bei 
„anharmonischer“, d.h. nichtlinesrer Bindung versagt die Methode; dann iet 
man auf die weniger elegante Methode des Energiesatzes angewiesen. 
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6. Eindimensionaler Zusammenstoß zweier Massenpnnkte 


Vor dem Stoß (vgl. Fig. 1) habe m bzw. M die Geschwindigkeit v, bzw. Yo; 
die Geschwindigkeiten nach dem Stoß seien v und P. 

Wie auch der Stoß im einzelnen verlaufen möge, ob elastisch oder unelastisch, 
jedenfalls gilt für die zwischen m und M übertragenen Kräfte, also auch für das 


Fig. I. Zusammenstoß zweier Massen M und m; Geschwindigkeiten vor dem Stoß 7, 
und v, nach dem Stoß V, v 


Zeitintegrel Z dieser Kräfte, das Nzwronsche Axiom aotio = reaotio. Ba ist 
daher nach Gl. (8) 


(28) mw—)=2=—MV-—V) 
und daher auch 
(258) mv+ MV =mu,+MV.. 


Diese Gleichung besagt, daß der gesamte Impuls des Systems erhalten bleibt. 
Führen wir den Schwerpunkt 
(256) & „m: +MX 


m+M 


ein, so kann Gl. (25a) geschrieben werden: £ = &. 

Dieser Schwerpunktssatz sagt also aus, daß der Stoß keinen Einfluß auf die 
Schwerpunktsgeschwindigkeit hat. 

So beschreibt der Schwerpunkt einer abgefeuerten Giranate (im luftleeren Raum) 
seine Wurfparsbel ungestört: weiter, auch wenn sich an einem beliebigen Bahn- 
punkt die Granate in Splitter aufgelöst hat, die scheinbar selbständige Bahnen 
beschreiben. 

Zur vollständigen Lösung des Stoßproblems ist noch ein zweiter Schritt nötig, 
da wir zwei Unbekannte, v und V, und erst die eine Gleichung (25a) haben. Als 
„elastischen Stoß" definieren wir eine Wechselwirkung, bei der außer dem Impuls 
auch die kinetische Energie des Systems erhalten bleibt. Wir verlangen also 
(26) "a+dn-En4 gr. 

Daher gilt auch: 

mit — vi) = MI} — 9. 
Nach (25) war aber 

mw— u) =MN—N. 
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Durch Divikion der vorstehenden Gleichungen, rechts und links, ergibt sich: 
vtv=h+V, 
also auch 
(26%) —v=-(N— v0): 
Diese Gleichung besagt, daß die Relativgeschwindigkeit beider Massen nach 
dem Stoß entgegengesetzt gleich ihrer Relativgeschwindigkeit vor dem Stoße ist. 
Aus der Kombination der Gin. (25a) und (26a) 


‚myv+ MV=mw+MVo 
.v V/=-—-u+P9 
berechnen sich jetzt die Geschwindigkeiten nach dem Stoße eindeutig zu 


m—M 2M 
= ven Jwmrntasn > 
een) M—-m 2m 


Man bemerke, daß die Determinante 4 dieser SE zwischen den 
Anfangswerten v,, 9, und den Endwerten v, Y den Betrag 1 hat. Es ist nämlich 


m—-M 2M 

Jo tTtMmrM -- (#2) - mM] 
2m M—-m| m+M (m + M* ; 
m+-+ Mm-+M 


D. b,, wenn wir mit emem gewissen Spielraum der Gesobwindigkeiten rechnen: 
Das transformierte Flächenelement ist inhaltsgleich dem anfänglichen; die Trans- 
formation ist „flächentreu‘ (vgl. Fig. 2a). Dieser Satz ist wichtig für die Stoß- 


Fig. 2s. Geschwindigkoitsbereicho vor Fig. 2b. Bei gleichen Massen m = M iot 
und nach dem Stoße. Die Abbildung die Abbildung nicht nur flächentreu, 
ist flächentreu sondorn auch winkeltreu 


prozesse der kinestischen Gastheorie und hängt mit dem Lrovvirzeschen Satz 
(vgl. Bd. V dieser Vorlesungen) zusammen. 

Bei zwei gleichen Massen m = M, z.B. Billardbällen, gehen die Gin. (27) 
über in 


(27a) v=y,: Ve. 
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Die Transformation ist nicht nur flächen-, sondern auch winkeltreu; vgl. Fig. 2b, 
im der das transformierte Rechteok aus dem anfänglichen durch Vertasuschung 
der Rechteckseiten entsteht. Ist insbesondere beim Billardspiel der eine der 
Bälle in Ruhe, so überträgt der andere bei zentrelem Stoß zeime ganze Gleschwin- 
digkeit auf diesen und kommt selbst zur Ruhe, vgl. (278) mit ,,=0. 

Ist andererseits die eine Masse sehr groß gegen die andere, M > m, so behält 
die große Masse nach dem Zussmmenstoß ihre ursprüngliche Geschwindigkeit 
merklich bei, während die kleine Masse dor großen mit deren um die ursprüngliche 
Relativgeschwindigkeit verminderten Geschwindigkeit folgt. Die GIn. (27) ver- 
einfachen sich nämlich wegen m £ M zu 


(27b) = — +29, =, —u—N), 97=P. 


Als Ergänzung zum elastischen Stoß sprechen wir noch kurz von unelastischen 
Stößen. In der Atomphysik untersucht man unelsstische Stöße, „‚Stöße zweiter 
Art“ ‚bei denen das stoßende Teilchen (z. B. ein Elektron) einen Teil seiner Energie 
dazu verwendet, um das gestoßene Atom anzuregen, d.h. aus seinem Grund- 
zustande in em höheres Energieniveau zu heben. Da hierbei ein Teil der Anfangs- 
energie für die Bewegung nach dem Stoß verlorengeht, kann letztere nicht mehr 
nach den Formeln des elastischen Stoßes berechnet werden. (Vgl. hierzu Übungs- 
Aufgaben I.1 bis I. 4.) 

Hier beschränken wir uns auf den „völlig unelastischen Stoß“, wie er oft bei 
technischen Problemen betrachtet wird. Dieser ist dadurch definiert, daß nach 
dem Stoß beide Massen m und M gemeinsam weiterlaufen, daß also 


v=V 


ist. Der Impulssatz (25a), der, wie oben betont, seine Gültigkeit in jedem Falle 
behält, lautet dann: 
(28) (m+Meı=mu+MV, 


und genügt, um die nunmehr einzige Unbekannte v zu bestimmen. Wir fragen. 
nach dem mit diesem Stoß verbundenen Energieverlust: 


ir 


w+an- ®. 


Dieser ergibt sich wegen u nach leichter BR zu 
(283) Vol. 
Er ist demnach gleich der kinetischen Energie einer gewissen „reduzierten“ Masse u, 


die mit der ursprünglichen Relativgeschwindigkeit bewegt wird. Dabei ist u definiert 
durch 
1 mM 


1 1 


D 
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Der in den Gin. (28a, b) enthaltene Satz rührt von dem General LAZARU8 CARNnoT 
her (Mathematiker und Organisator der allgemeinen Wehrpflicht in der Franzö- 
sisohen Revolution, Vater von SaDI CARnoT, dessen Name in der Thermodynamik 
unsterblich ist). 


84. Veränderliche Massen 


In den folgenden Beispielen handelt es sich um die kritische Ausdeutung der 
Lex seounda. Wir sprachen sie in der Form (1.3) aus: „Änderung des Impulses 
gleich Kraft‘ und lehnten im allgememen die Form (1.3a) ab: „Masse x Be- 
schleunigung = Kraft", Wir wollen nun lernen, wie die Änderung des Impulses 
zu verstehen ist, Dabei wird sich zeigen, daß auch bei veränderlicher Masse 
unter gewissen Umständen die allgemein gültige Form (1.3) sich auf (1.3a) 
reduziert, 

Wir betrachten em naheliegendes Beispiel: Auf dem sommerlichen Asphalt der 
Straße fährt ein Sprengwagen. Die Motorstärke ist gerade ausreichend, um die 
Reibung am Boden, in der Luft und in den Achsenlagern zu überwinden. Der 
Wagen verhält sich also kräftefrei. m sei die jeweils im Behälter enthaltene 
Wassermasse -+- der konstanten Masse des Wagengestelles. Die pro Zeiteinheit aus- 
gespritzte Wassermönge sei a = — m, ihre Austrittsgeschwindigkeit nach hinten, 
vom Wagen aus gesehen, sei g, gegenüber der Straße alao v —g. 

Wenden wir die Formel (1.3) schematisch an, 80 würde sie ergeben 


a) Ö=-6=-2mu)=0, 
woraus folgen würde 
(la) my=uv. 


Die Beschleunigung des Wagens wäre also unabhängig von der Austritts-Ge- 
schwindigkeit g. Das ist'paradox, weil doch der vom Austritt herrührende Rück- 
stoß (vgl. Kanone) sich irgendwie geltend machen muß. 

In der Tat haben wir die in der Gl. (1.3) gemeinte Impulsänderung nicht richtig 
angesetzt. Sie besteht nicht nur aus dem in (1) berücksichtigten Gliede, sondern 
es kommt dazu der in den Wasserstrahlen enthaltene Impuls, der pro Zeiteinheit 
gerechnet u (v—g) ist. Ausführlich geschrieben haben wir: 

Gem, Gyu=m+dm)w td) Hudw—g). 


Daher wird die berichtigte Impulsänderung: 
0) 6-5 mu tag = 
Ziehen wir dies zusammen, so können wir wegen a = — m auch schreiben 


(8) my=ug. 
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Im Sinne von (1.3a) aufgefaßt, wirkt also der Rückstoß ug der Austretenden 
Wasserstrablen als beschleunigende Kraft, wie beim Seanusschen Wasserrad. 
Statt von dem Sprongwagen hätten wir auch auf die Weltraum-Rakete exem- 
plifizieren können. Die Verbrennungsgase treiben sie vorwärts. Vgl. Aufgabe I. 5. 
Wir verallgemeinern dies Ergebnis im zwei Aussagen, die den Gin. (2) bzw. (3) 
unseres Beispiels entsprechen: 

Entweder wir stellen uns nuf den Standpunkt von (1.3), fügen aber der im 
Versuchskörper enthaltenen Impulsänderung den pro Zeiteinheit konvektiv 
abgegebenen oder aufgenommenen Impuls hinzu. Letzterer ist in demselben 
Bezugssystem zu rechnen wie der Impuls des Versuchskörpers; für das richtige 
Vorzeichen sorgt dabei das Vorzeichen von m. Die Bewegungsgleichung heißt 
dann: 


(4) imo —mv =$, 


wo b’ die Konvektivgeschwindigkeit der Gase ist. In unserem Falle war — m = u 
udv’=v—g. 

Oder wir stellen uns auf den Standpunkt von (1.3a), müssen dann aber den 
Bückstoß des pro Zeiteinheit ab- oder zugeführten Impulses gewissermaßen als 
äußere Kraft hinzufügen, Wir erhalten dadurch die Bewegungsgleichung in der 
zu (3) analogen Form 


(6) mb=htmia: 


de ist die im gleichen Sinne wie u gemessene Relstivgeschwindigkeit des kon- 
vektiven Gasimpulses gegen den Versue r. In unserem Beispiel war 
da =—q und wieder m =p. 


Zwei Spexialfälle sind beachtenswert: 


a) 0’ = 0. Die austretenden oder hinzutretenden Massenelemente haben die 
Geschwindigkeit Null und führen daher keimen Impuls mit sich. Dann hat die 
Bewegungsgleichung die Newronsche Form & =%. Beispiel: Wassertropfen, 
Kette, Übungsaufgaben I. 6 und I. 7. 

b) u’ = u oder, was dasselbe ist, d,.ı = 0. Die Bewegungsgleichung hat, trotz 
veränderlicher Masse, die Form ‚Masse x Beschleunigung = Kraft‘. Beispiel: 
Das von einer Unterlage herunterhängende Seil, Übungsaufgabe I. 8. 

Im Falle b) ist der Cannorsohe Energieverlust, GI. (3.288), gleich Null; daher 
gilt der Energiesatz in der gewöhnlichen Form. Im Falle a) muß die gültige Form 
des Energiesatzes jo nach der gestellten Aufgabe untersucht werden. 


Wir beschließen diese lehrreichen Andeutungen mit dem Problem der relati- 
vistischen Massenveränderlichkeit. Wir sprechen dabei speziell von dem Elektron, 
obwohl die Massenformel (2,20) nicht bloß für dieses, sondern für jede beliebige 
Masse gilt. Hier ist die Massenveränderlichkeit eine innere Angelegenheit des 
Elektrons; vom zugeführten oder abgeführten Impuls ist nicht die Rede. Wie 
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im Falle a) lautet daher dje Bewegungsgleichung &=%. d.h, wegen (2.20) 


d/ me 
0) al) -8. 
Es handle sich zunächst um die geradlinige Bewegung des Elektrons; % wirke 
also „longitudinal“, d.h. in Richtung von d, also 5 nnd vllo. 
Wir wollen Gl. (6), wie man es früher (um 1900) unzweokmäßigerweise getan 
hat, auf die Form „Masse x Beschleunigung = Kraft“ bringen, Dazu führen 
wir die Differentiation links aus und erhalten: 


ng da 1 ". ( vßh ) 


a or Baal I co ec DEE 
Wegen $ = vje ist aber 


v 


ß = und daher vpß=Pr. 
Mithin setzt sich Gl. (6a) folgendermaßen fort: 


Die mit der Beschleunigung v multiplisierte „longitudinale‘‘ Masse wäre also 


m Mrong = pr 


Wirkt aber $% „transversal“, d.h. normal zur Bahn, so wird die Geschwindigkeit 
nicht der Größe, sondern nur der Richtung nach abgeändert. £ ist dann gleich 
Null; aus (6) folgt einfach 

m 


yv-# v = Tırn- 
Deshalb hatte man eine von der longitudinalen verschiedene „transversale‘ 
Masse eingeführt 
x 


(8) Msn = ed . 


Demgegenüber betonen wir, daß diese Unterscheidung hinfällig wird, sofern wir 
nur das Bewegungsgesetz in der rationellen Form (6) benutzen. 
Daneben wollen wir die Form des Energiesatzes in der Relativitätstheorie 


kennenlernen. Zu dem Ende multiplizieren wir (6) skalar mit dr/dt = db Be 
Auf der rechten Seite erhalten wir 


«di 
0) Set — geleistete Arbeit. 
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Auf der linken Seite entsteht 
> d rj Pr 
maß: a) maß. pi —pyen. 
Dies ist aber, wie man sich sofort überzeugt, ein vollständiger Differentialquotient 


nach £, nämlioh 
d 1 


10 a ———. 

en EN 

Wegen des Zusammenhanges mit der geleisteten Arbeit, Gl. (8), bedeutet (10) 
die Änderungsgeschwindigkeit der kinetischen Energie T. Wir haben also 


1 
nel + kon). 


Hier ist konst. gleich — 1 zu setzen, da ja 7’ sinngemäß mit ß verschwinden muß, 
In der Relativitälstheorie wird also.die kinelische Energie gegeben durch 


1 
Mit Rücksicht auf (2.20) können wir hierfür auch schreiben 
(12) T=-em—m)., 


Der Energieunterschied zwischen bewegtem und ruhendem Elektron (das ist ja die 
kinetische Energie oder „lebendige Kraft‘) ist gleich dem Massenunterschied 
zwischen beweglem und ruhendem Elektron, multipliziert mit c®. Damit haben wir 
das allgemeine Gesetz von der T’rägheit der Energie in unserem einfachsten Falle 
verifiziert, welches das ganze Gebiet der Atomgewiohtsbestimmungen, der Kern- 
physik und in deren Verfolg der Kosmologie beherrscht. 

Der Vollständigkeit wegen weisen wir darauf hin, daß bei kleinem ß aus (11) 
durch Reihenentwicklung der elementare Ausdruck von T entsteht, wie es sein 
muß, nämlich 


Tem el +zhr = el ++ +. 


85. Kinematik und Statik in Ebene und Raum 
beim einzelnen Massenpunkt 


Die Kinematik behandelt die Geometrie der Bewegungen ohne Rücksicht auf 
deren physikalische Realisierung. Die Statikl) ist die Lehre von den Kräften, 
ihrer Zusammensetzung und Äquivalenz, ohne Rücksicht auf die durch sie hervor- 
gerufenen Bewegungen. 


ı) Der Name „Statik“ ist eigentlich ungeeignet, weil er einseitig auf Gleichgewicht hin- 
weist, während die Lehren der Statik ebenso auf Bewegungs- wie auf Gleichgewichte- 
probleme Bezug haben. Der richtige Name wäre „Dynamik“, der aber historisch festgelegt 
ist für die durch Kräfte hervorgerufenen Bewegungen und daher für die eigentliche Wort- 
bedeutung „‚Kräftelehre‘‘ nicht verfügbar ist. 
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1. Ebene Kinematik 
Wir notieren. zunächst die Formeln für Zerlegung und Zusammensetzung von 
Geschwindigkeit und Beschleunigung in rechtwinkligen Koordinaten 
Geschwindigkeit: 


a) ent nn - En: 
@ kI=W@H+F=e. 

Beschleunigung: 

0) tee 
(4) öl=/#+#. 


Anstatt nach rechtwinkligen können wir Geschwindigkeit und Beschleunigung 
such nach den ‚natürlichen Koordinaten“ der von unserem Massenpunkt 
beschriebenen Kurve zerlegen. s sei die Bogen- 
länge, der Index s bezeiohnet die längs der Kurve 
wechselnde Bahnrichtung, der Index » ihre jeweilige 
Normale. Dann haben wir 
(8) by=b, „=+tb, 
„=0, m=0. { 
Dies ist trivial. Bedeutsam aber ist die Zerlegung 
von din d, und d,. 
Wenn « der Winkel zwischen der Bahntangente 
und der z-Richtung ist, so hat man zunächst 
Fig. 8 (6) u =0,cosa +2,sina 
Zerlegung und Zusammen- als Ausdruck fürdie Tangentialbeschleunigung 


setzung der Geschwindigkeit und 
in der Ebene; natürliche 


Koordinaten e und » (7) = —i,eina + 0,cosa 
als Ausdruck für die Normalbeschleunigung. 
Nun ist 
a A 
meniich men t-$ 
Mithin: - 


d 1 x . 1d - 11 dv 2 
(8) zul {od +), etWenar-nr 
Die Formel sagt aus: Die Tangentialbeschleunigung ist die Größenänderung 
der Geschwindigkeit, die Richtungsänderung ist für sie belanglos. 
Andererseits wird nach (7): 
. 1 ä 3 1... 0 
Y) uno ni e-ge 


sy - yz a 
EHRT 


wo —die Krümmung der Bahnkurve ist. 
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Die Normalbeschleunigung hängt also nicht von der Änderung des Cleschwindig- 
keitsbetrags, sondern lediglich von der Geschwindigkeit selber und von der 
Gestalt der Balm ab. 

Ist apeiell $} = 0, so steht die Beschleunigung senkrecht auf der Geschwindig- 
keit und damit auf der Bahn. 

An Hand des von Hauımron eingeführten Hodographen!) geben wir noch eine 
direkte differential-geometrische Herleitung derselben Zusammenhänge. 

Was man unter Hodograph versteht, ersieht man aus dem Vergleich von Fig. 4a 
mit Fig. 4b. Fig. 4a zeigt die Bahnkurve in der zy-Ebene. In zwei benachbarten 


Fig. 4a. Bahnkurve und Fig. 4b. Hodograph derselben 
Krümmungsradius einer Bewegung. Die Geschwindigkeiten 
ebenen Bewegung b, und d, werden vom Pol O aus 
im Polardiagramm aufgetragen 


Punkten derselben, Abstand As, sind die Geschwindigkeiten als Tangenten der 
Bahnkurve gezeichnet; der Winkel zwischen ihnen ist As, As tritt in Fig. 4a auch 
am Krümmungsmittelpunkt M auf, und esist, wenn man unter o den Krümmungs- 
redius versteht, 
(10) As =ods. 

Andererseits werden dieselben beiden Geschwindigkeiten nach Fig. 4b von dem 
Pol O aus parallel übertragen. Wir fassen die zwei benachbarten Vektoren O1 
und 0 2 ins Auge, sie bilden miteinander den Winkel As. Durch Lotfällen von, 1 


auf O 2 erhalten wir Punkt 3. Ab = 22 zerlegt sich in Av, = = 32 und 4b, = 2. 
Daraufhin erhält man als Bestätigung von (8) und (9): 


32 v-u Ar de 


letzteres mit Rücksicht auf (10). Hierzu Übungsaufgabe I. 9. 


1) Der Name „‚Hodograph‘‘ = Wegschreiber ist irreführend, es sollte de Geschwin- 
digkeitsschreiber oder besser „Polerdiagramm der Geschwindigkeit‘‘ heißen. 
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2. Der Begriff des Momentes in der ebenen Btatik und Kinematik 


Das Moment einer Vektorgröße 3 für einen gegebenen Bezugspunkt O wird 
erklärt als Vekiorprodukt aus dem Radiusvektor r von O nach dem Angriffspunkt P 
des Vektors und dem Vektor selbst: 

(11) Merx®. 
M bedeutet hiernach die Fläche des von r und ® gebildeten Parallelogramms, 
versehen mit dem in Fig. 5 eingetragenen Pfeil, der dem Sinn der Überdrehung 
vonrin® entspricht. Der Größe nach ist, mit [als „Hebelarm“, 

j As) |M=1%j=r|®lsino=r|B®lsin(®). 


af Nehmen wir ® gleich einer Kraft %, so gewinnen wir in 
P__ dem „Krafimomeni“ 


{ 


(12) Merx$ 
einen @rundbegriff der Statik, dessen Entdeckung auf 
(VW keinen Geringeren als ARCHIMEDES zurückgeht. Bezeich- 
0 nen wir die rechtwinkligen Komponenten von‘ mit X und 
ne Y, so haben wir nach der elementaren Vektorrechnnug 
g- 
Das Moment einer be- ILa hr 
Hebigen Vektorgröße ® (28) Ian: 
halte zig 2 Aber auch für die Kinematik und die Kinetik ist der 


Begriff des Momentes bedeutsam. Wir bilden, indem wir 
zunachst an der Beschränkung auf ebene Probleme festhalten, 


. das Moment der Geschwindigkeit = rxD, 


das Moment der Beschleunigung = xD, 
das Moment der Bewegungsgröße = Impulsmoment =1x®=milır x]. 
In rechtwinkligen Koordinaten hat man nach dem Vorbilde von (12a) 


(13) exul=efext,=ey—ys8, IxXöh=ey—ye. 
Zwischen dem Moment von Geschwindigkeit und Beschleunigung besteht 
folgende Beziehung: 


(14) txö=ähxn. 


Sie beweist sich mit Rücksicht darauf, daß dt/dt = vund v x dv = Oist, unmittel- 
bar aus der folgenden kleinen Rechnung 


d dv . 
(148) . giexb)sıx gtoxo=rxd. 
Der übliche Beweis durch Koordinaten-Rechnung läuft GI. (14a) genau parallel: 


d ; As a ee 
(14b) ey ynmuytey—ya—yamayoye. 
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Wenn man in Fig. 5 den beliebigen Vektor ® speziell ersetzt denkt durch die 
Geschwindigkeit o des Punktes P, der eine beliebige Bahnkurve beschreiben 
möge, so liest: man eine weitere einfache Beziehung ab zwischen dem Impuls- 
moment und der sogenannten Flächengeschwindigkeit. Es ist nämlich das von 
dem Radiusvektor aus O überstrichene infinitesimale Flächonelement d.F gleich 


der Hälfte des Parallelogramms [t x de], also die Flächengeschwindigkeit 


a1 

3 erxd. 
Daraus folgt für das Impulsmoment die Beziehung 
(15) ıxö=21mT. 


3. Kinematik im Baum 
Nach den Richtungen s (Tangente), » (Hauptnormale) und 5 (Binormale) 
der räumlichen Bahnkurve zerlegt, ergeben sich folgende Komponenten: 
v=(v 0,0), 


dv = (# r ‚ 0) ’ 
wo e der in (9) oder (10) eingeführte Krümmungsradius ist, der jetzt in der 
Schmiegungsebene der Bahnkurve zu konstruieren ist. 

Indem wir zum Momente der Geschwindigkeit und Beschleunigung übergehen, 
behalten wir die Definition durch die Vektorprodukte tx b, rxb bei, bemerken 
aber, daß jetzt die Fig. 5 räumlich aufzufassen ist: das dort gezeichnete Parallelo- 
gramm hat sußer Größe und Drehsinn such seine Siellung im Raum. Um der 
Anschauung entgegenzukommen, pflegt man die letztere durch die auf der Ebene 
des Parallelogramms errichtete Normale zu kennzeichnen, und zwar wählt man 
nach allgemeiner Übereinkunft diejenige Seite der Normalen aus, die mit dem 
Drehsinn des Momentes eine Rechtsschraube bildet. Das vektorielle Bild des Mo- 
mentes wird dann der nach dieser Normalen weisende Pfeil, dessen Länge gleich 
der Größe des Momentes ist. In Fig. 5 ist dieser Pfeil senkrecht zur Zeichenebene 
nach. vorm gerichtet zu denken. Eine grundsätzliche Betrachtung über dieses 
Verfahren und über den Unterschied von axialen und polaren Vektoren verschieben 
wir auf Kapitel IV, $ 23. ö 

Was wir hier beschrieben haben, ist das Moment um den (an sich willkürlich 
zu wählenden) Bezugspunkt 0. Wir werden im folgenden Abschnitt auseinander- 
setzen, was wir unter dem Moment um eine gegebene Achse verstehen wollen. 


4. Statik im Raum. Kraftmoment um einen Punkt und um eine Achse 
Das Moment einer Kraft {5 um einen Bezugspunkt O ist vollgültig definiert 
durch 
(16) Merxf, 
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wo t der Radiusvektor von O nach dem Angriffapunkt P von ist, also 
(168) t=(1,1y,2), 
wenn wir O speziell zum Koordinaten-Anfang machen. MM kann nach der sooben 
genannten Vorschrift (Rechtsschrauben-Regel, Pfeillänge gleich ||) durch einen 
Momentenpfeil veranschaulicht werden. Wir fragen nach den Komponenten 
von M in. bezug auf die Koordinaten-Achsen. Wir können sie definieren als die 
Projektionen des Momentenpfeiles auf diese Achsen, z. B. 
7) M, = |M]|oos (M, 2). 
Da aber || die Fläche des Parsllelogramms aus ı und M ist, bedeutet die rechte 
Seite von (17) zugleich die in die zy-Ebene projizierte Fläche’des Parallelogramms. 
Letztere hat die Seiten 

gsi Term. 
Wir erhalten daher aus (17) wie in (12a) 


(17a) M,=rY—yX, 
ebenso natürlich 
(17b) M,=yZ2—.:Y, M,=-z2X—ıZ. 


Diese Komponenten M,, M,, M, nennen wir auch die Momente der Kraft 55 um 
die Aohsen x, y;z. Hierzu Übungsaufgabe I. 10. 
- "Was hier von den Koordinatenachsen gesagt wurde, übertragen wir auf jede 
beliebige Achse a. Das Moment einer Kraft 75 um eine gerichtete Achse a wird also, 
wie in (17), dadurch definiert, daß man das Moment um einen auf a gelegenen 
Punkt O bildet und den zugehörigen Momentenpfeil auf die Richtung von a 
projiziert. Oder es wird wie in (17a, b) gebildet, indem man die Fläche des Monen- 
tes um O aufeine zur Richtung «a senkrechte Ebene projiziert. Eine dritte Methode 
besteht in folgendem: Wir bestimmen den kürzesten Abstand des Angriffspunktes 
der Kraft von a, den wir den Hebelarm ! nennen, und zerlegen 5 in 3 Komponenten 
5. parallel a, %; in Richtung von ! und 75, in der zu a und senkrechten Richtung. 
Dann ist a 
(18) ME) = ML.) + EUACLN) + Mn) . 
Die beiden ersten Terme rechts verschwinden: Eine zur Achse a parallele oder eine 
sie schneidende Kraft liefert kein Moment um die Achse a. 

Es bleibt also nur der dritte Term, der herrührt von einer zu a senkrechten, mit 
dem Hebelarım } wirkenden Kraft. Wir heben also statt (18) 


(18a) ME) = MulEn) =Fn +8. 


8 6. Dynamik (Kinetik) des frei beweglichen Massenpunktes. 
Kepler-Problem. Begriff der potentiellen Energie 


1. Ruhende Sonne 


Das hier sich darbietende einfachste Beispiel ist zugleich das für unser Weltbild 
wichtigste: die Planetenbewegung. Es ist ein ebenes Problem, das sich in der 
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Ekliptik abspielt, wenn der Planet die Erde ist. Wir nehmen die Sonne als fest 
an und begründen das ınit ihrer überwiegenden Masse: 

Sonne 330000, Jupiter 320, Erde 1, Mond &. 


Von der mitbewegten Sonne handeln wir am Ende dieses Paragraphen, M sei 
die Masse der Sonne, m die des Planeten. Die Nzwronsche Anziehung ist 


= er ‚ @ = Gravitstionskonstante !), 
oder vektoriell geschrieben __g® KH: 
(h) G=-07 7: 


Sie geht durch den festen Punkt O, den Mittelpunkt der Sonne, von dem aus der 
Radiusvektor r gezählt wird. 

Infolgedessen ist r X % = 0 und daher auch nach der Lex secunda 
(2) tx &=0Ound wegen #. MW) Tr x G=N = konst. 


Das Impulsmoment % um die Sonne ist konstant, daher auch die Flächen- 
geschwindigkeit nach GI. (5.15). Darin hegen zwei Aussagen: Erstens das zweite 
Keplersche Geseiz: 

„Der Radiusvektor von der Sonne nach dem Planeten beschreibt in gleichen 
Zeiten gleiche Flächen.“ 

Dieser „Flächensatz“ bzw. der ihm äquivalente Satz von der Konstanz des 
Impulsmoments ist, wie wir gesehen haben, die Folge der „Zentralkraft‘ (1) 
mit ||r. Zweitens die Aussage, daß die Bahn eben ist, nämlich daß r in der Ebene 
senkrecht N bleibt. 

Wir führen in der Bahnebene, vgl. Fig. 6, den Polar- m 
winkel @ ein, die zentrische oder wahre Anomalie der dp er 
Astronomen, und haben für die überstrichene Fläche 


x 
, 1 ar o. 
@) de aa ei di Fig. 6. Polarkoordinaten 
und daher beim Kzrıen-Problem mit 
(3) 9 = oc R Sonne als Anfangspunkt; 
rr die vom Radiusvektor 


C nennen wir die „Flächenkonstente“ vom Betrag der überstrichene Fläche 
doppelten Flächengeschwindigkeit. 

Um zum ersten Kuruerschen Gesetz, der Bahngleichung, zu kommen, zerlegen 
wir in Koordinaten. Die Bewegungsgleichung wird dann nach Kürzung durch m: 


dz oıM dy GH „ 
(4) Frisur Ta 2, a = mp. 
Multiplikation mit 1/9 und Berücksichtigung von (8) liefert: 


dz GM dy GH. 
78 FF ink A 


1) Siehe Anmerkung !) S. 18. 
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Dies 188t sich integrieren und gibt, mit A und B als Integrationskonstanten: 


. GH .„ GM 
(8) <= — gaungrA4: ya7gmwoe+tB. 
In Worten heißt dies: Der Hodograph der Planeienbewegung ist ein Kreis: 
. “ GH 
(68) E-21+6-B=(7)- 


Wir kommen hierauf in der Übungsaufgabe I. 11 zurück. Jetzt rechnen wir die 
linken Seiten von (5) in Polerkoordinaten um. Wegen 


z=r008p9, y=rsinp 
erhalten wir 


zeronp—r ping = einp+A, 
ee, . GH 
yerainp+rpoaspg=-zoop-+B. 


Hier eliminieren wir r durch Multiplikation der eraten Gleichung mit -— sin 9, der 
zweiten mit cos g und nachfolgender Addition. Es ergibt sich zunächst 


ro = TH Asing + Bong 


oder auch mit Rücksicht auf (8): 
1 0m A, B 
(6) TTRTzuntgmN 


Dies ist die Gleichung eines Kegelschnittes in Polarkoordinsten, deren Pol mit 
einem Brennpunkt des Kegelschnittes zusammenfällt. Wir haben also das erste 
Keplersche Gesetz: „Der Planet beschreibt eine Ellipse, in deren einem Brennpunkt 
die Sonne steht.“ Dazu bemerken wir, daß die ebenfalls möglichen Bahntypen 
von Hyperbel und Parabel offenbar nicht für die Planeten, sondern nur für die 
Kometen in Frage kommen, so daß wir von ihnen hier absehen können; vgl. aber 
Übungsaufgabe I. 12. 

Die hier gegebene Ableitung des ersten Kerıanschen Gesetzes ist von der in 
den Lehrbüchern gewöhnlich gebrachten verschieden. Letztere geht von dem 
Einergiesatze aus. Um diesen für unseren Fall abzuleiten, gehen wir auf die Gin. (4) 
zurück, nachdem wir dort rechter Hand o0s 9 durch x/r, sin 9 durch y/r ersetzt 
haben. Wir multiplizieren die erste GI. (4) ınit &, die zweite mit y und addieren, 
Wir erhalten 

d!i. . ı1G4d GM dr 
Fre I saeE 2 Auemir Far, Ze TA uanıE 2 Aukaear Zar 3 
Integration nach t liefert 


2) a+n- Hy. 


» 


$6 Dynamik (Kinetik) des frei beweglichen Massenpunktes. Kepler-Problem 37 


Links steht die durch m dividierte kinetische Energie, das erate Glied rechts ist 
bis auf das Vorzeichen die durch m dividierte potentielle Energie, vgl. unter 3. 
dieses Paragraphen; W bedeutet daher die ebenfalls durch m dividierte Energie- 
konstante. Unsere Gi. (7) hat dieselbe Form wie der Energiesatz bei der eindimen- 
sionalen Bewegung, G1. (3. 8). 

Um nun von GH. (7) möglichst einfach zur Bahngleichung (6) zu gelangen, er- 
innern wir daran, daß sich des Quadrat des Linienelements in Polarkoordinsten 
folgendermaßen ausdrückt: 

det + dyt = dr? + ridgt, 
Daher wird auch 


ie haar each hai 
Dafür schreiben wir mit Rücksicht auf (8) 


olazs)+z} 
oder auch, mit 8 == 1/r 


ds . 
+ 
Daraufhin geht unser Energiesatz (7) über m 
ı de\* 
ze) + al-aH: -". 
Durch Ableitung nach 9 entsteht: daraus: 
de die 
2 zlefs+.)-euj=0. 
Da % = 0, muß die Klammer verschwinden. Das liefert eine lineare inhomogene 
Differentialgleichung zweiter Ordnung für s mit konstanten Koeffizienten: 
„CH 
»tr=-7 
Das allgememe Integral emer solchen Gleichung setzt sich aus einem partikulären 
Integral der „inhomogenen“ und dem allgemeinen Integral der „homogenen“ 
Gleichung zusammen. Ein partikuläres Integral der inhomogenen Gleichung ist 
ersichtlich: 
s=konst. = — . 
Das allgemeine Integral der homogenen Gleichung setzt sich additiv aus sin 9 
und 0089 zusammen. Wir können daher, mit A/C und B/C als Integrations- 


konstanten, schreiben 


GH A, B 
a a 


Das ist aber genau unsere frühere Gl. (6). 
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Wir wollen diese Gleichung jetzt dahin spezialisieren, daß der Strahl 9 = 0, der 
ja ohnehin von dem einen Brennpunkt ausgeht, auch dureh den anderen hinduroh- 
gehe, oder anders ausgedrückt, daß er, zusammen mit dem Btrahl y = 7, die große 
Hauptachse der Ellipse bilde, vgl. Fig. 7. Auf dieser Achse liegen die Punkte P 
„Perihel‘ (Sonnennähe) und A „Aphel‘‘ (Sonnenferne), in denen r ein Minimum 


bzw. Maximum sein muß. Daher die Bedingung 2 =0fürg= . Bie verlangt 


nach 6) A =0. 
AusFig.7 folgt überdies, wenn wirmitedienumerische Exzentrizität bezeichnen: 


am Perihel: 
r=F,P=a(l-.),9=1, 
am Aphel: 
r=F,4A=a(ll+e),9=n. 
Also nach (6) 


Fig. 7. Die Krrrer-Ellipse mit großer 
und kleiner Achae; Perihel, Aphel, 1 GM B 


numerische Exzentrizität e am Aphel: al+d) 0 [0 


Daraus ergeben sich durch Addition bzw. Subtraktion e und B: 
GM ı B & 

(8) Tun ot 

Aus (6) folgt hiermit die Ellipsengleichung 

; ale r 
(8) eher 

Wir drücken noch die Flächenkonstante CO durch die Umlaufzeit 7’ aus. Aus 
(2’) orhält man unmittelbar durch Zeitintegration über einen Umlauf 


2F 
(8”) (=-7T mit F =nab mraaYl — eg! 
als der vom Radiusvektor überstrichenen Gesamtfläche. Also ist 
anta(l—e) 
Setzen wir dies in die erste Gl. (8) ein, so haben wir 
7 Ant 


Da @ und M für alle Planetenbahnen dieselben sind, haben wir in (10) den Aus- 
druck des dritten Keplerschen Gesetzes: „DieQuadrate der Umlaufszeiten verhalten 
sich wie die Kuben der großen Achsen.“ 

Die Entdeckung dieses Gesetzes begrüßte KErLER ınit dem enthusiastischen 
Ausspruch): „Endlich babe ich ans Licht gebracht und über all mein Hoffen und 
Erwarten als wahr befunden, daß die ganze Natur der Harmonien in ihrem ganzen 


2) In der „Harmonice mundi“ 1619. Die beiden ersten Kuruznschen Gesetze waren in 
der „Astronomie nova‘ 1609 veröffentlicht worden. 
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Umfange und in allen ihren Einzelheiten in den himmlischen Bewegungen vor- 
handen ist, nioht zwar auf die Weise, wie ich mir’s früher gedacht, sondern auf 
eine ganz andere, durchaus vollkommene Weise.‘ 

Aber das dritte KurLursche Gesetz ist in der Form (10) noch nicht ganz exakt. 
Es gilt nur, insoweit man die Planetenmasse m gegen die Sonnenmasse M ver- 
nachlässigen kann, Indem wir diese Vernachlässigung fallen lassen, wenden wir 
uns zum eigentlichen Zweikörperproblem der Astronomie, welohes nicht wesentlich 
schwieriger ist als das bisher betrachtete Einkörperproblem. 


2. Mitbewegung der Sonne 


%, Yı seien die Koordinaten der Sonne, x,, y, die des Planeten. 


Dann lauten die vollständigen Bewegungsgleichungen, da nach Nuwrons 
Lex IH die Kraft in 8 der in P entgegengesetzt ist, 


Me 
MG = a 0089; 
Ay mMG 
Ya np; 
für den Planeten: 
ad mMO 
ir Bukeher uln ı Z 
M 
pe. 
Führen wir die relativen Koordinaten ein 
{lla) B-a=ı, y-yı=!y, 
ferner die Schwerpunktekoordinaten 
na+Mm ny+Mpı 
(1b) HE Te m N 
s0 ergibt die Subtraktion der Bewegungsgleichungen 
8; 
(12) u EEE ug, u Ar an 
Die Addition liefert andererseits: 
a di 
(13) ww a. 


Der Vergleich von (12) mit den früheren Gin. (4) lehrt unmittelbar, daß die 
beiden ersten KmPL.aR-Gesetze bis auf den Massenfaktor ungeändert bleiben, d. h. 
auch für die Relstivbewegung gelten, während das dritte die Form annimmt 


q an® 
0) wonrm' 
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Die Unterschiede sind wegen des Überwiegens der Sonnenmasse äußerst gering. 


Aber das Verhältnis 7*/a® ist strenggenommen keine universelle Konstante mehr, 
sondern für jeden Planeten etwas verschieden. 

Weiter lehren die Gin. (13), daß der Schwerpunkt von Sonne und Planet sich 
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Wenn wir mit einem im Schwerpunkt 
festen Koordinatensystem rechnen, ist diese Geschwindigkeit gleich Null zu 
setzen, ebenso wie die Schwerpunktakoordinsten £, n selbst. 

Aus den dementsprechend vereinfachten Gin. (l1b) zusammen mit (11a) kann 
man dann auch die Sonnenkoordinaten z,, y, sowie die Planetenkoordinsten z,, ys 
einzeln durch die Relativkoordinaten x, y ausdrücken: 


EI L.ER ER 
hend: 12 Es reed 2) 


Daraus folgt, daß auch die Bahnen von Sonne und Planet im Schwerpunktssyatem 
Ellipsen sind, die des Planeten eine mit der bisher betrachteten fast identische, 
die der Sonne eine außerordentlich verkleinerte und antipodisch durchlaufene 
Ellipse. 

Ändert man das Gravitationsgesetz unter Erhaltung des Zentralkraftcharakters 
abin ; 


(15) Fk, n beliebig, 


so bleibt zwar das zweite KerLersche Gesetz ungeändert, aber die Bahnen werden 
trenszendente Kurven, die sich im allgemeinen nicht schließen. Nur im Falle 
n= +1 entstehen ebenso wie im Gravitstionsfalle » = — 2 Ellipsen, vgl. 
Übungsaufgabe 1. 13. 


8. Wann kann man bei einem Kraftleld von einer potentiellen Energie spreshen ? 

Während wir bei der eindimensionalen Bewegung in G1. (3.7) ohne weiteres 
aus der Kraft X eine potentielle Energie V definieren konnten, ist dies, wie schon 
dort hervorgehoben, bei der zwei- und dreidimensionslen Bewegung nur unter 
gewissen Bedingungen möglich. Die zu (3.7) analoge Definition wäre im drei- 
dimensionalen Falle, wenn X, Y, Z die rechtwinkligen Komponenten der Kraft % 
sind, 


(16) = _-TAdetrYiytzig=—|R-b=— fd. 


Soll diese Formel eime vom Wege unabhängige, nur von den Endpunkte der Inte- 

gration abhängige Größe liefern (die Wahl des Anfangspunktes äußert sich nur 

in einer additiven Konstanten, die ohnehin willkürlich bleibt), so muß der Arbeite- 

susdruck . 
d4=Xde+Ydy+Zdz=f ds 

ein vollständiges Differensial sein, d. h., es müssen X, Y, Z die Ableitungen nach 

x, y, 2 einer Ortefunktion (in unserem Fall eben die Ableitungen von — V) sein. 
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Die Bedingung hierfür lautet bekanntlich 


in MT_IX, 2: or 0x 0m 
& By TE Tr 7 75 

Nur wenn diese Bedingungen erfüllt sind, kann man dem Punkte x, y, z eine Orts- 

funktion V (x, y, z) zuordnen und sie potentielle Energie oder auch Potential nennen. 

Im zweidimensionalen Falle, wo Z = 0 und X, Y von z unabhängig sind, redu- 
zieren sich die drei Gln. (17) natürlich auf die erste derselben. 

Die „Vektoranalysis‘, auf die wir erst im zweiten Bande dieser Vorlesungen 
eingehen werden (in dem vorliegenden Bande können wir uns auf die „Vektor- 
algebra‘ beschränken), lehrt, daß die Bedingungen (17) einen invarianten, von 
der Koordinatenwahl unabhängigen Sinn haben — sie werden dort in die Vektor- 
gleichung rot?y = 0 zusammengefaßt. 

Man kann nun offenbar ohne weiteres für X, Y, Z Ausdrücke in z, y, z hin- 
schreiben, die den Bedingungen (17) widerspreohen. Andererseits sehen wir, daß 
diese Bedingungen im Schwerefeld 

X=Y=0, Z=—n g : 
erfüllt sind und zu 
(18) V=mgz 
führen. Dasselbe gilt von den allgemeinen Gravitationsfeldern des Newronschen 
Gesetzes und den ihnen nachgebildeten Feldern der Elektro- und Magnetostatik. 
Überhaupt sind die rotationsfreien Felder, auch Potentialfelder genannt, besonders 
wenn sie zeitlich unveränderlich sind, in der Natur ausgezeichnet. Sie werden bei 
den allgemeinen Entwicklungen in Kap. VI und VII eine besondere Rolle spielen. 

Ein mechanisches System, in deın nur Potentialkräfte wirken, nennt man ein 
konservalives Sysiem, weil in ihm der Satz von der Erhaltung (conservatio) der 
Energie gilt. Im Gegensatz sprechen wir auch von nichikonservativen bzw, dissi- 
paliwen Systemen, letsteres besonders dann, wenn geordnete mechanische Energie 
nicht bloß dem betrachteten System verlorengeht, sondern gleichzeitig in unge- 
ordnete, thermodynamisch verteilte Wärmeenergie oder in Strahlung übergeht. 


Zweites Kapitel 


Mechanik der Systeme, Prinzip der virtuellen Arbeit 
und d’Alembertsches Prinzip 


$7. Freiheitsgrade und ihre Beschränkung durch Führungen. Virtuelle 
Verrückungen eines mechanischen Systems, holonome und nichtholonome 
Bedingungen 
Der einzelne.Massenpunkt hat einen Freiheitsgrad, wenn er an eine Gerade oder 
eine Kurve gebunden ist, zwei Freiheitsgrade, wenn er gezwungen ist, in einer 
Ebene oder einer Fläche zu bleiben; der im Raum frei bewegliche Massenpunkt 
hat drei Freiheitsgrade. 
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Zwei Massenpunkte, die durch eine massenlose, starre Stange verbunden sind, 
haben fünf Freiheitsgrade, weil der erste als frei beweglich angesehen werden kann, 
während der zweite dann an die um den ersten mit der Stange als Radius besehrie- 
bene Kngelfläche gebunden ist. 

Bein Massenpunkten, die durch r Bedingungen zwischen ihren Koordinaten ge- 
koppelt sind, ist die Zahl der Freiheitsgrade 
100) f=3In—r. . 

Bei unendlich vielen Massenpunkten, die durch unendlich viele Bedingungen 
verknüpft sind, ist diese Abrählung natürlich nicht ausführbar. Wie man dann 
zu verfahren hat, zeigen wir am Beispiel des starren Körpers. 


a) Der frei bewegliche starre Körper 
Wir greifen einen Punkt des starren Körpers heraus. Dieser hat drei Freiheits- 
grade. Ein zweiter Punkt kann sieh wegen der konstanten Entfernung vom ersten 
nur noch auf einer Kugel um diesen bewegen, was weitere zwei Freiheitsgrade 
liefert. Um die Achse durch diese beiden Punkte sehlieBlich kann ein dritter eine 
Kreisbahn beschreiben, d. i. 1 Freiheitegrad. Damit sind alle weiteren Massen- 
punkte in ihren Bahnen eindeutig bestimmt. Also 


f=3+2+1=6. 


b) Der Sipielkreisel auf der Ebene 


Indem wir annehmen, daß der Kreisel unten in eine Spitze auslaufe, wählen 
wir diese als ersten Punkt unserer Abzählung; er hat zwei Freiheitsgrade. Ein 
zweiter Punkt kann sich in einer Halbkugel über diesem bewegen, ein dritter auf 
einem Kreise, um die Verbindungslinie beider; im ganzen 


f=2+2+1=5. 


ce) Kreisel mit festem Punkt 
Jetzt gehen die beiden Freiheitsgrade des ersten Punktes verloren, so daB 
f=2+1=3, 


d) Starrer Körper mit fester Achse und Pendel 
Hier ist 
=1. 
Wenn der Schwerpunkt des Körpers nicht suf der Achse liegt, sprechen wir von 
einem physikalischen Pendel. Ein mathematisches Pendel entsteht daraus, wenn 
der Körper sich sufeinen Punkt reduziert. Das sphärtsche Pendel (punktförmiger 
Körper, der an eine Kugel gebunden ist) hat 
f=2. 
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e) Unendlich viele Freiheitsgrade 
Bei einem deformierbaren festen Körper oder.einer Flüssigkeit ist 
=». 
Die Bewegungsgleichungen werden dann partielle Differentialgleichungen. Da- 
gegen wird ein System von endlich vielen Freiheitsgraden durch ebenso viele 
gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordanng bestimmt. 


f) Der Kurbelmechanismus als Beispiel einer zwangsläufigen Maschine 


Eine zwangsläufige Maschine hat einen Freiheitsgrad. Sie besteht aus einer 
Reihe annähernd starrer Körper, die gelenkig oder durch irgendwelche Führungen 
miteinander verbunden sind. Das klassische Beispiel einer zwangsläufigen Ma- 
sahine ist der Kurbelmechanismus (Fig. 9). Ist die Maschine aber mit einem (schon 
von WArr vorgesehenen) Zentrifugalregulator versehen, so fügt dieser einen 
zweiten Freiheitsgrad hinzu. 

In den vorstehend genannten Beispielen ist die Zahl der Freiheitsgrade gleich 
der Zahl der unabhängigen Koordinaten, die wir zur Bestimmung der Lage des 
Systems benötigen. Diese Koordinaten brauchen durchaus nicht rechtwinklig zu 
sein. Beim Kurbelmechanismus können wir z. B. ebensogut wie die Koordinate z, 
die die Lage des Kolbens spezialisiert, auch den Winkel p wählen, der die Lage 
der Kurbel bestimmt. Allgemein werden wir die nooh weitgehend willkürlich zu 
wählenden Koordinaten bei f Freiheitsgraden 


(2) 9v9---% 
nennen. Die in Gl. (1) gemeinten r „Bedingungen zwischen den Koordinaten“ 
lassen sich durch Wahl der g identisch erfüllen, so daß sie aus der weiteren Be- 
handlung des Systems herausfallen. 

Es ist ein wesentliches Verdienst der 8. 5 genannten Mechanik von Haxrz, die 
Aufmerksamkeit auf Bedingungen differentieller Form gelenkt zu haben, bei denen 
das nicht der Fall ist. Eine solche Bedingung kann etwa so formuliert werden: 


! 
(8) a ...M)dae=0. 


Dabei wird vorausgesetzt, daß die F, nicht sämtlich die Form 9P/dg, haben, daß 
also (3) kein vollständiges Differential einer Funktion ® (q, ...g,) sei und auch 
nicht durch einen geeignet gewählten Multiplikator dazu gemacht werden könne. 

Bedingungen der Form © (g, - . .9)) = konst. heißen nach Hearz holonom (das 
griechische holos = dem lateinischen integer = ganz == integrabel), Bedingungen 
der Form (3), die nicht formal integrierbar sind, heißen nichtholonom’). Das ein- 
fachste Beispiel einer nichtholonomen Bedingung ist ein scharfkantiges Rad auf 
ebener Unterlage, vgl. Übungsaufgabe II.1 (dahin gehört auch ein Schlitten und 
der Gelenkmechanismus des Fahrrades). Ein solches Rad ist aufdie Fortbewegung 


ı) Viel früher als Hzerz, nämlich schon 1884, hat A. Voss solohe Bedingungen allgemein 
untersucht, vgl. Math. Ann., Bd. 25. 


4% ‚ II. Mechanik der Bysteme, Prinzip der virtuellen Arbeit #8 


in seiner jeweiligen Richtung beschränkt. Trotzdem kann es alle Stellen der 
ebenen Unterlage erreichen, wenn auch eventuell nur durch Umkehrbewegungen 
mit einer scharfen Spitze. Es besitzt also im Eindlichen mehr Freiheitsgrade als im 
Umendlichkleinen. Allgemein gesprochen: Ein System, das r nichtholonomen Be- 
dingungen unterwarfen ist, hat bei f Freiheitsgraden im Endlichen nur f— r Frei. 
heitsgrade im Unendlichkleinen. Näheres hierüber in Übungsaufgabe II. 1. 

Diese Unterscheidung ist wichtig für den Begriff der virtuellen Verrückung. 
Darunter verstehen wir eine willkürliche, mit den Bedingungen verträgliche unend- 
lich kleine Ortsveründerung des Systems. Während wir die wirkliche Verrückung, 
wie sie bei gegebenen Kräften unter gegebenen Umständen stattfindet, durch 


dg,, dgu.. .dgy 
bezeichnen, symbolisieren wir die virtuelle Verrückung durch 
59, Öga« » - 89. 


Die dg haben nichts mit dem Ablauf der Bewegung zu tun, sondern werden probe- 
weise eingeleitet, um das System zu veranlassen, etwas über seine Zusammen- 
hänge und die an ihm wirkenden Kräfte zu verraten. 

Während aber bei rein holonomen Bindungen die dg voneinander unabhängig 
sind (jedem Freiheitsgrad entspricht ein ög), müssen bei nichtholonomen Bindun- 
gen überzählige dg eingeführt werden, die durch Differentialbedingungen der Form 
(3) miteinander gekoppelt sind. Sie lauten, im Anschluß an (3) geschrieben: 


4 
{4) „af Ha it. 


Dabei bedeutet f die Anzahl der Freiheitsgrade im Endlichen, welche Anzahl, wie 
betont, größer ist als die Freiheit im Unendliohkleinen. 


8 8. Das Prinzip der virtuellen Arbeit 


Wir betrachten ein meobanisches System, das sich trotz des Einflusses äußerer 
Kräfte im Gleichgewicht befindet. Die Kräfte können an verschiedenen Gliedern 
des Systems und in beliebigen Richtungen angreifen und brauchen durohaus nicht 
solche Lagen zu haben, wie sie etwa an einem einheitlichen starren Körper zum 
Gleichgewicht desselben erforderlich wären. Ob die Kräfte an dem betrachteten 
System im Gleichgewicht stehen, hängt ebensosehr von dem System als von den 
Kräften ab. . 

Im Sinne der elementaren Punktmechanik würden wir nach den von den äußeren 
Kräften wachgerufenen Reaktionen fragen, die von einem Teil des Systems auf 
einen anderen wirken. Bo geht man z.B. in der technischen Mechanik bei der 
Behandlung des Kurbelmechanismus (Fig. 9) vor. Der Dampfdruck, der auf den 
Kolben wirkt, wird durch die Kolbenstange auf den Kreuzkopf X übertragen und 
hier durch einen von der Gleitbahn ausgehenden Normaldruck auf die Schub- 
stange (Pleuelstange) geleitet. Die Schubstange wirkt auf den Kurbelzapfen Z 
mit einer Schubkraft, die die Richtung der Stange hat. Aber nur derjenige Teil U 
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dieser Kraft, der senkrecht zur Kurbel, also tangential zum Kurbelkreise steht, 
muß im Gleiohgewiohtsfalle durch eine äußere Glegenkraft aufgehoben werden. 
Die Komponente in Richtung der Kurbel wird durch die Festigkeit des Kurbel- 
lagers O aufgenommen; sie beansprucht nur das Kurbellager, ist aber für die 
Gleichgewichtsfrage belanglos. 

Es sind also die Reaktionen innerhalb des Systems, welche das Gleichgewicht 
herstellen. Diesen im einzelnen nachzugehen, ist in einfachen Fällen möglioh, aber 
im allgemeinen mühsam. Ohne sie im einzelnen zu kennen, können wir von ihnen 
aussagen: Sie leisten am System keine Arbeit. In unserem Falle steht der Führungs- 
druck an den Gleitsohienen senkrecht auf der Bewegung des Kreuzkopfes, und 


Fig. 8. Schematische Darstellung des Kurbelmechanismus 


die auf den Kurbelzapfen übertragene Kraft in der Kurbel geht durch den festen 
Punkt O des Kurbellagers. Allgemein stellen wir das fest, indem wir probeweise eine 
virtuelle Verrückung des Systems aus seiner Gleichgewichtslage vornehmen. Die dabei 
aufzuwendende „virtuelle Arbeit‘ der Reaktionen ist Null. 

Wir wollen dies im einzelnen am einheitlichen starren Körper verifizieren, bei 
dem wir uns vorsiellen müssen, daß jeder Punkt # mit jedem Punkt % durch die in 
t bzw. k angreifenden Reaktionen R,, bzw. R,, verknüpft ist. Indem wir zwei 
solche Punkte gesondert betrachten, haben wir das am Anfang von 87 genannte 
System zweier Massenpunkte, die durch eine massenlose, starre Stange verbunden 
sind. Die in dieser Stange wirkenden Reaktionen genügen der Nzwronschen Lex 
tertis ; 

> > 
a) Ba = — Bu 
Ähnlich wie in $7 bei der Abzählung der Freiheitsgrade zerlegen wir die virtuelle 
> 
Vorrückung in eine beiden Punkten gemeinsame Translation ds, und eine Rotation 
der Punktes k um den bereits verschobenen Punkt i, die normal zur Verbindungs- 


stange erfolgt und de, heißen wog: indem wir setzen 
ia = d0 + 68. 
Für die virtuelle Arbeit der Translation erhalten wir dann wegen (1) 
8Ayr = Bar 68: + Bud: = 0; 
für die der Rotation, bei der s festliegt und % senkrecht zur Stange verschoben 
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wird, ist PERS 
6An, = Ru: 6 =. 

Man entnehme sus diesem Beispiel, daß das Nzwroxscohe Wechselwirkungsgeseta 
der springende Punkt ist beim Übergenge von der Punktmechanik zur Mechanik 
der geführten Systeme. 

Wir erweitern jetzt das, was wir an den vorangehenden Beispielen gelernt 
haben, zu einem allgemeinen Postulat: Bei jedem glait geführten mechanischen 
System ist die virtuelle Arbeit der Reaktionen gleich Null. Es liegt uns fern, dieses 
Postulat allgemein beweisen zu wollen‘). Wir sehen es vielmehr geradezu als 
Definition des Begriffs „glait geführtes mechanisches System“ an, indem wir nur 
Führungen (durch Schienen, Lager, Gelenke, Führungsflächen usf.) zulassen, 
welche entweder praktisch reibungslos funktionieren und daher nur zu Reaktionen 
senkrecht zur virtuellen Bewegung Anlaß geben, oder nur von ruhender Reibung 
Gebrauch machen. 

Von da aus ist aber nur ein kleiner Schritt zur allgemeinen Formulierung des 
Prinzips der virtuellen Arbeit. Wir argumentieren so: Jede physikalisch gegebene, 
dem System eingeprägte Kraft steht an ihrem Angriffspunkt mit den in diesem 
wachgerufenen Reaktionen im Gleichgewicht; die Arbeit jener Kraft und dieser 
Reaktionen ist daher bei jeder virtuellen Verrückung des Angriffspunktes Null. 
Dasselbe gilt von der Summe der wirkenden Kräfte und der Summe aller von ihnen 
hervorgerufenen Reaktionen. Die Reaktionen leisten aber für sich genommen 
keine virtuelle Arbeit. Daher ist auch die virtuelle Arbeit der von außen eingeprägten 
Kräfte für sich genommen gleich Null, wenn sie am System im Gleichgewicht stehen. 
Die mühsame Ermittlung der Reaktionen wird durch dieses Prinzip überflüssig 
gemacht. 

Die in der deutschen Literatur übliche Bezeichnung ist „Prinzip der virtuellen 
Verrückungen‘ oder „‚Verschiebungen‘“. Wir haben die italienische Bezeichnung 
„prinoipio dei lavori virtuali”* übernommen, weil sie uns das Wesen der Sache 
am besten auszudrücken scheint. Der in der mathematischen Literatur oft ge- 
brauchte, ursprünglich von JoHANN BERNOULLL eingeführte Name ‚Prinzip der 
virtuellen Geschwindigkeiten‘ scheint uns ungeeignet. 

Historisch ist das Prinzip schon bei GALILEI angedeutet, von STEVIN, JAKOB 
und JoHANN BERKOULLI sowie von D’ÄLEMBERT weiter ontwiokelt. Seine domi- 
nierende Stellung als allgemeinstes Gleiohgewichtsprinzip gewinnt os aber erst 
in der M&canique analytique von LAGRANdGE. 

Ob die im System herrschenden Bedingungen holonomer oder nichtholonomer 
Art sind, macht für die Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit nicht vie) 
aus. Eine Bedingung von der Form (7.3) läßt sich ja durch Elimination eines ög 
aus dem Ausdruck der virtuellen Arbeit berücksichtigen, gleichgültig, ob diese 
Bedingung integrabel ist oder nicht. 

Statt Reaktionskräfte oder Führungskräfle können wir auch sagen Kräfte geo- 
meirischen Typs. Bie sind durch die geometrischen Bindungen bestimmt, die 

1) LA0RANGR versucht das in der Einleitung zu seiner Möcanique analytique, vgl. 8. 1, 
durch gewisse Flaschenzugkonstruktionen. 
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infolge der Konstruktion des Mechanismus zwisehen den verschiedenen Teilen 
des Systems oder, wie beim starren Körper, zwischen a einselnen Massenpunkten 
desselben bestehen. 

Als Gegensatz dazu wird gewöhnlich das Wort äußere Kräfte gebraucht. Wir 
wollen statt dessen deutlicher sagen mechanismusjremde Kräfte oder auch von 
außen her eingeprägte Kräjte. Bie haben ihre Ursache in physikalischen Wirkungen 
von außerhalb des Systems wie Schwere, Dampfdruck, am System angreifende Soil- 
spannungen usw. Ihren nicht nur geometrischen, sondern auch physikalischen 
Ursprung verraten sie dadurch, daß in ihrem mathematischen Ausdruck spezielle, 
nur durch des Experiment zu bestimmende Konstanten {Gravitationskonstante, 
abzulesende Skalenteile eines Hilfsapparates usf.) vorkommen. 

Die Reibung, von der wir in $ 14 handeln werden, ist teils den Reaktionakräften, 
teils den eingeprägten Kräften zuzurechnen, den ersteren, wenn sie als Reibung 
der Ruhe (Haftreibung) auftritt; den letzteren, wenn sie als Reibung der Bewegung 
{gleitende Reibung) wirkt. Die Haftreibung wird durch das Prinzip der virtuellen 
Arbeit automatisch eliminiert, die gleitende Reibung ist den eingeprägten Kräften 
zuzurechnen. Äußerlich wird dies sehon dadurch angezeigt, daß in dem Gesetz 
der gleitenden Reibung Gl. (14.4) Maespemenlel] zu ermittelnde Reibungskon- 
stante / vorkommt. 


&9. Beispiele zum Prinzip der virtuellen Arbeit 


1. Der Hebel (Archimedes) 


Er besitzt einen Freiheitsgrad f = 1 und daher auch nur eine Verrüokung ög, 
die der virtuellen Winkeländerung dp entspricht. 

Gleichgewicht herrscht dann und nur dann, wenn die virtuelle Arbeit bei der 
Drehung des Hebels um dp gleich Null ist. Bedeuten also ds,, ös, die virtuellen 
Verrüokungen der Angriffspunkte der Kräfte 4 und B, so lautet die Bedingung: 

Ad, + Bd —0. 
Es ist aber nach Fig. 105 ds, = a - dp, ds; = — b. dp. Mithin 
(Aa —Bb)p=0 
und daher: 
Aa=Bb. 
In Worten: Die Momente der Kräfte in bezug auf den Drehpunkt O sind gleich, 
oder: Die algebraische Momentensumme ist Null. 

Wirkt, wie in Fig. 10b, A nicht senkrecht zum Arm, so ist von den beiden Kom. 
ponenten A, (in Richtung des Armes) und A, (senkrecht dazu) A, wirkungslos, 
und es gilt: 

A,a=Bb. 

Um die Belastung von O zu ermitteln, haben wir im Falle von Fig. 10a in O 
eine lotrecht nach oben gerichtete Gegenkraft der Größe Q = A + B angreifen 
zu lassen; die Belastung von O ist dieser Kraft Q entgegengesetzt gleich. Im 
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Falle von Fig. 10b gilt die Vektorgleichung \ + Y-+ 8 = 0; auch hier ist die 
Beanspruchung von O der Kraft Q entgegengesetzt. Allerdings gehen wir mit 
dieser Fragestellung eigentlich über die Grenzen des Prinzips der virtuellen Arbeit 
hinaus. Für das vorgelegte mechanische System des Hebels ist die feste Lage des 
Drehpunktes O charakteristisch. Seine virtuelle Verrückung und die an ihm ge- 
leistete virtuelle Arbeit ist daher Null. Um Q bzw. Q nach unserem Prinzip zu 
ermitteln, müßten wir vielmehr ein ganz anderes mechanisches System betrachten: 


Pao 5 


A “ 


Fig. 10a. Der Hebel mit den Armenaundd Fig. 10b. Der Hebel bei schiefer Belastung. 
bei senkrechten Belastungen A und B Die Reaktion im Unterstützungspunkt 


Wir müßten nämlich O mit zwei Freiheitegraden begaben und nach der Bedingung 
des Gleichgewichts bei einer zu der bisher betrachteten Drehung hinzukommenden 
Parallelverschiebung des ganzen Hebels fragen. 


2. Umkehrung des Hebels: Radfahrer, Brücke 
Beim Fahrrad wirkt die Erde der Belastung in den zwei Punkten 3 (Hinterrad) 
und V (Vorderrad) entgegen (Fig. 11a). Das Hinterrad ist dabei dem größeren 
Drucke ausgesetzt, da das Gewicht @ von Rad -+ Fahrer näher bei H als bei F 


Fig. 11a. Gewichtsverteilung beim ° Fig.11b. Gewichtsverteilung auf die beiden 
Radfahren auf Vorderrad und Hinterrad Auflager einer schemstisierten Brücke 


liegt. Der Radfahrer pumpt daher sein ae stärker auf als sein sis 
Die Belastung des Hinterrades ist; A = 3 8 die des Vorderrades B= - ze 0 
Dieselben Verhältnisse: liegen beieiner einseitig belasteten Brücke (Fig. 11 b) vor. 
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8. Der Flaschenzug (Ebenfalls schon den Griechen bekannt) 

Die Anzahl der Rollen am oberen und unteren Ende des Flaschenzuges sei n. 
Q sei die zu hebende Last, P die am Seilende aufzuwendende Kraft. Bei einer 
virtuellen Betätigung des Flaschenzuges lege 

P den Weg: dp 

Q den Weg: ög 
zurück mit der in Fig.12 angedeuteten Wahl des positiven Richtungssinnes, 
Gleichgewicht herrscht, wenn 
165) +Pp—-9%9=0. 


Nun verkürzen sich aber, wenn Q um ög gehoben wird, die 
2 n Seillängen zwischen den oberen und unteren Rollen je 
um ög, im ganzen also um 2» dg. Um ebensoviel verlängert 
sich das herabhängende Seil bei P. Es ist daher 


L/ 


öp=2ndg 
und wegen (1) 
(—-2nP)g=0. 
Somit wird: 
(2) P 2. 
Wir haben dabei den Flaschenzug als „ideales“ mechani- @ 


sches System behandelt, d. h., wir haben von der Seil- 172 
reibung an den Rollen und von der Aohsenreibung der 
Rollen abgesehen. ? 

Natürlich läßt sich dieses einfache Beispiel auch nach Fig. 12. Fiaschenzug. 
der elsmentaren Methode der Seilspannungen behandeln, Virtmelle Verrückungen 
die hier vielleicht sogar einen lebendigeren Einblick in 70% Tat und Krafe 
das Spiel der Kräfte gewährt. 

8 sei die Spannung des Seiles (über den ganzen Querschnitt genommen). Bei 
Absehung von allen Reibungswirkungen ist die Spannung im Seil überall dieselbe, 
d. h., wo man das Seil auch durchschneidet, begegnet man der gleichen Spannung 
von der Größe 8, die beiderseitig auf die Schnittatelle nach außen hin wirkt. Man 
schneide das Seil einmal auf der linken Seite oberhalb P durch. Das abgetrennte 
Stück desselben, an dem P nach unten und 8 nach oben wirkt, ergibt 


P=8. 


Sodann loge man einen Schnitt durch den rechten Teil der Figur oberhalb Q, wobei 
2 Seilquerschnitte freigelegt werden. Das Gleichgewicht der Kräfte an diesem 
rechts abgetrennten unteren Teil verlangt j 


Q=2n9. 
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Mithin gilt wieder 
Q 
P=5, 
Die Betrachtung des oberen Teils des Flaschenzuges ergibt gleichzeitig die Bean- 
spruchung des Balkens, an dem der Flaschenzug aufgehängt ist. Sie beträgt offen- 
ber P+Q. 


4, Der Kurbelmechanismus 


Im Anschluß an Fig. 9 sei P der gesamte Dampfdruck auf den Kolben, also 
P 8x die virtuelle Arbeit am Kolben. Q sei die der Umfangskraft U an der Kurbel 
entgegengesetzte Kraft, die P ins Gleichgewicht setzt. Ihre virtuelle Arbeit ist 
— Qröp. Unser Prinzip verlangt 

dx 


(8) Grp— Piz, Q= Piz: 


Die Berechnung von Q reduziert sich also auf die rem kinematische Aufgabe, 
das Verhältnis von öz und dp zu bestimmen. 
Nun ist nach Fig. 9 (Projektion auf die <-Richtung): 


(4) r008@ -+ 2008 9 = konst. —z, 
(4a) rsm@dp + lsinpyöy = 6x. 
Aus dem Dreieck OZK folgt 


2 . r cap r co 9 
Mb ny=zeng, p. 


Fk) 
Setzt man dies im (4a) ein, no entsteht 
(40) Zi: rear 


Hieraus ist die gesuchte kinematische Größe öx/r dp zu entnehmen. Nach (3) hat 
man dann zugleich 


Ss 4 co.’ 
6) eo) 


Hierdurch ist auch die am Zapfen Z übertragene Umfangskraft U = Q für jede 
Kurbelstellung p bestimmt. Ihre genaue Kenntnis ist für die Beurteilung des Un- 
gleichförmigkeitsgrades der Maschine und für die Bestimmung des erforderlichen 
Schwungrades wichtig. Da r/l ein kleiner echter Bruch ist, läßt sich (5) in eine 
gut konvergente Reihe nach r/l entwickeln. Vgl. auch Übungsaufgabe II. 2. 

Wegen einer späteren Anwendung berechnen wir noch den Kolbenweg x als 
Potenzreihe nach r/l, indem wir nach (4) und (4b) schreiben: 


(6) a + r(ospg Taintp +.) =konst. 


410.32 Dass d’Alembertsche Prinzip. Einführung der Trägheitswiderstände [23 


6. Das Moment einer Kraft um eine Achse und die Arbeit einer virtuellen Drehung 


Ein Punkt P habe den senkrechten Abstand } von einer Achse a. In P wirke 
eine Kraft% beliebiger Richtung. Bei einer virtuellen Drehung dp um die Achse @ 
wird Pum 

ö, = dp 


verschoben. Welches ist die dabei geleistete Arbeit dA von’? 
Man zerlege {5 wie bei Gl. (6. 18) in die zueinander senkrechten Komponenten 
a a. Bei der Arbeitsleistung kommt es nur auf %,an. Esist nämlich 


64 = u 087 = WTöp, 
Durch Vergleich mit (5. 18a) entnehmen wir daraus den Satz: 


Das Moment einer Kraft um eine Achse kann erklärt werden als virtuelle Arbeit 
der Kraft bei der Drehung ögp ihres Angrif[spunktes um die Achse, geteilt durch dp, 


m DN-Z IH. 


Der fundamentale statische Begriff „Moment“ wird so in Zusammenhang ge- 
bracht mit dem für alle Gleichgewichtsfragen fundamentalen Begriff „virtuelle 
Arbeit“. 

Man bemerke bei dieser Gelegenheit, daß die Dimension des Momentes (Kraft x 
Hebelarm) dieselbe ist wie die der Arbeit (Kraft x Weg); dies steht in Einklang 
mit (7), falls man, wie üblich, den in Bogenmaß gemessenen Winkel als dimensions- 
los ansieht. 


& 10. Das d’Alembertsche Prinzip. Einführung der 
Trägheitswiderstände 


Das Beharrungsvermögen der Körper können wir als Widerstand gegen Bewe- 
gungsänderungen, kurz gesagt als T'rrägheitswiderstand auffassen. Die Definition 
des Trägheitswiderstandes beim einzelnen Massenpunkt ist hiernach 


a G=6, 
und das Grundgesetz & = % nimmt die Form an: 
@) 3°+5=0, 


in Worten: Der Trägheitswiderstand sieht mit der äußeren Kraft vekioriell im 
Gleichgewicht. 

Während % eine durch die physikalischen Umstände gegebene Kraft bedeutet, 
ist %* eine fiktive Krajt. Wir führen sie ein, um, was oft bequem ist, Bowegungs- 
fragen auf Gleichgewichtafragen zurückzuführen. 

Trägheitswiderstände sind uns aus dem gewöhnlichen Leben woblbekannt. 
Wenn wir die schwere Drehtür eines Hotels in Bewegung setzen, ist es nicht die 
Schwere oder die Reibung, die wir zu überwinden haben, sondern die Trägheit 
der Tür. Ähnlich bei den Schiebetüren der Straßenbahn. Auf der vorderen Platt- 


Li 
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form verschiebt sich die Tür beim Öffnen in der Fahrtriohtnng. Sie strebt daher 
beim Bremsen des Wagens nach vorn und läßt sich leicht öffrien. Beim Anfahren 
des Wagens sucht die geöffnete Tür ihre Ruhelage beizubehalten; sie strebt daher 
nach hinten und läßt sich leicht schließen. Man steigt bequemer auf der vorderen 
Plattform aus und ein als auf der hinteren, wo die Anordnung die umgekehrte ist. 

Die bekannteste Form des Trägheitswiderstandes ist die Zentri/ugalkraft (Flieh- 
kraft oder Schwungkraft), die bei jeder Bewegung in einer Kurve spürbar wird. 
Auch sie ist eine fiktive Kraft, Bie entspricht der Normalbeschleunigung ö, in der 
Kurve, die zeniripeial (nach dem Krümmungsmittelpunkte hin) gerichtet ist. Die 
Zentrifugelkraft wird nach (5.9) gegeben durch. 


21 
(3) 3=--mt=-mon, 


wobei das Minuszeichen die Richtung nach außen hin bedeutet. 

Zu den Trägheitskräften gehören auch die Cortolissche oder zusammengeseizie 
Zentrifugalkraft (vgl. $ 28) und die Kreiselwirkungen (vgl. $ 27). 

Daß übrigens die „fiktive“ Zentrifugalkraft eine sehr reale Existenz besitzt, 
zeigt sich z. B. im Eisenbahubetriebe. Die Überhöhung der äußeren Schiene in 
einer Kurve wird immer so bemessen, daß für eine mittlere Geschwindigkeit des 
fahrenden Zuges die Resultisrende aus Schwere und Zentrifugalkreft senkrecht 
auf der Ebene durch die beiden Schienen steht. Dadurch wird nicht nur die Gefahr 
des Umkippens um die äußere Schiene, sondern auch eine schädliche einseitige 
Belastung einer der beiden Schienen vermieden. 

Merkwürdigerweise nimmt kein Geringerer als Heinrich Hertz an der Ein- 
führung der Zentrifugalkraft Anstoß, in der außerordentlich schönen und schön 
geschriebenen Einleitung zu seiner Mechanik (Ges. Werke, Bd. III, 8. 6): 

„Wir schwingen einen Stein an einer Schnur im Kreise herum; wir üben dabei 
bewußtermaßen eine Kraft auf den Stein aus; diese Kraft lenkt den Stein bestän- 
dig von der geraden Bahn ab, und wenn wir diese Kraft, die Masse des Steines und 
die Länge der Schnur verändern, so finden wir, daß die Bewegung des Steines in 
der Tat stets in Übereinstimmung mit dem zweiten Nzwronschen Gesetze erfolgt. 
Nun aber verlangt das dritte Gesetz eine Gegenkraft zu der’ Kraft, welche von 
unserer Hand auf den Stein ausgeübt wird. Auf die Frage nach dieser Gegenkraft 
lautet die jedem geläufige Antwort: es wirke der Stein auf die Hand zurück infolge 
der Schwungkraft, und diese Schwungkraft sei der von uns ausgeübten Kraft in 
der Tat genau entgegengesetzt gleich. Ist nun diese Ausdrucksweise zulässig ? 
Ist das, was wir jetzt Schwungkraft oder Zentrifugalkraft nennen, etwas anderes 
als die Trägheit des Steines ?“ 

Hierauf müssen wir mit einem glatten Nein antworten: die Zentrifugalkraft 
ist in der Tat nach unserer Definition (3) dasselbe wie die Trägheit des Steines. 
Aber die Gegenkraft zu der Kraft, die wir auf den Stein, d. h. eigentlich auf die 
Schnur ausüben, ist der Zug, den die Schnur auf unsere Hand ausübt. Zu der wei- 
teren Bemerkung von HERTZ, „es bleibt uns nichts anderes übrig als zu erläutern: 
Die Bezeichnung der Schwungkraft als einer Kraft sei eine uneigentliche, ihr 
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Name sei wie der Name der lebendigen Kraft als eine historische Überlieferung 
binzunehmen und die Beibehaltung dieses Namens sei aus Nützlichkeitsgründen 
mehr zu entschuldigen: als zu rechtfertigen“, möchten wir sagen: Der Name 
Zentrifugalkraft bedarf keiner Rechtfertigung, weiler wie der allgemeinere der 
Trägheitewiderstände auf einer klaren Definition beruht. 

Übrigens hat gerade diese angebliche Unklarheit des Kraftbegriffes Herz 
bestimmt, seine vom Kraftbegriff logelöste Mechanik zu ersinnen (vgl. $1,8. 5), 
die zwar sehr interessant, aber wenig fruchtbar ist. 

Wir kommen nun zu der Leistung n’ALzMBERTs (Mathematiker, Philosoph, 
Astronom, Physiker, Enzyklopädist. Bein Trait6 de dynamique von 1758). 

Für einen Massenpunkt %, an dem eine äußere Kraft %, angreift und der Be- 
standteil eines beliebigen mechanischen Systems ist, gilt statt der GH. (2) 


(4) HIH+ZRn-O. 


Hier ist R,, die Reaktion, die der mit k gekoppelte Massenpunkt # auf k ausübt, 
Die R;, leisten aber, wie wir 8. 45 allgemein postuliert haben, in ihrer Gesamtheit 
keine Arbeit, wie wir auch das System virtuell (d. h. ohne Verletzung der inneren 
Bindungen) verschieben mögen. Deshalb wird auch die virtuelle Arbeit aller 
5* +% gleich Null: 


(8) DI ER SR er 


Mit Rücksicht auf das Prinzip der virtuellen Arbeit können wir Gl. (5) so in Worte 
fassen: Die Trägheitswiderstände stehen mit den physikalisch eingeprägten Kräften 
am System im Gleichgewicht; die Reaktionen brauchen wir dabei nicht zu kennen. 

Dies ist das d’Alembertsche Prinzip in seiner natürlichsten und einfachsten 
Fassung. Um zu einer anderen interessanten Fassung des Prinzips zu gelangen, 
betrachten wir die Größe 

H+=-a—&. 

Sie ist derjenige Teil der Kraft %,, der sich nicht in Bewegung des Punktes % 
umsetzt (sondern die Reaktionakräfte des Mechanismus hervorruft und von diesen 
kompensiert wird). Wir nennen ihn die für den Bewegungsantrieb verlorene Kraft 
und können daraufhin (5) auch so in Worte fassen: 

Die Gesamtheit der verlorenen Kräfte steht am System im Gleichgewicht. 

Eine in den Lehrbüchern sehr verbreitete Formulierung des D’ALEMBERTsSchen 
Prinsips ist diejenige in rechtwinkligen Koordinaten. Wir nennen X,, Yı, Zı 


die Komponenten von %%, und d2;, öy;, d2; diejenigen von 3. Rechnen wir über- 
dies mit konstanten Massen m,, s0 können wir statt (5) bei einem aus n Massen- 
punkten bestehenden System schreiben: 

..®# m - 
(6) r (nm) + md) + (me) 0. 


Dabei ist es aber nötig, die dr,, öy,.62, den im System herrschenden Bindungen zu 
unterwerfen. Setzen wir sogleich den allgemeinen Fall von nichtholonomen Bin- 
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dungen voraus, so müssen wir im Anschluß an (7. 4) verlangen, wenn wir dort die 
allgemeinen Koordinaten g durch rechtwinklige ersetzen: 


BE a dt Glen + Alarm) =. 
„2 


Solober Bedingungen für die dx, öy, ds gibt es 3n — f, wenn / die Zahl der Frei- 
heitegrade im Unendlichkleinen (vgl. 8.47) bedeutet. Im Falle holonomer Bin- 
dungen sind die F,,@,, H, Differentialquotienten ein und derselben Funktion 
nach den 2,, Y,, 2, 

Wir möchten aber ausdrücklich davor warnen, in der schwerfälligen Formu- 
kierung (6), (6a) den eigentlichen Inhalt des D’ALEMBEETschen Prinzips zu sehen. 
Viel anwendungsfähiger und wegen seiner invarianten Form natürlicher ist die 
Forderung (6) oder die ihr äquivalente Gleichgewichtsaussage. 


& 11. Einfachste Beispiele zum d’Alembertschen Prinzip 


1. Drehung eines starren Körpers um eine fest gelagerte Achse 

Hier haben wir es mit einem Freiheitsgrad zu tun, dem Drehwinkel 9. Wir 
nennen 9 = & die Winkelgeschwindigkeit, 9 = & die Winkelbeschleunigung. Die 
Reaktionen in den Achsenlagern interessieren uns vorläufig nicht. 

An dem Körper'mögen beliebige äußere Kräfte% in beliebiger Richtung wirken. 
Ihre virtuelle Arbeit ist nach $ 9, Gl. (7) gegeben durch die Summe ihrer Momente 
um die Drehachse, nämlich durch 
(l}) M,ög, M, = Momentensumme der % um die Achse der Drehung. 


Wir fragen nun nach der Arbeit der Trägheitswiderstände $%* und teilen den 
Körper in Massenelemente dm auf. An dm wirkt in normaler Richtung als Träg- 
beitewiderstand nach (10.3) die Zentrifugalkraft dm: "= dm-@v. (Bei der 
Kreisbewegung ist natürlich der Krümmungsradius o gleich dem Abstand r von 
der Drehachse, und es wird die Geschwindigkeit jedes Massenteilchens v gleich r o, 
die Beschleunigung in der Bahn u gleich » ©.) Die Zentrifugalkraft leistet aber 
keine Arbeit. In der Bahnrichtung andererseits beträgt der Trägheitswiderstand 
—dm-s = —dmro. 

Also ist die gesamte virtuelle Arbeit der Trägheitswiderstände 
(2), ID (dm. )ds = D —dm-ro- rip = — dpa [rd eh: 
8) = [rtdm 
heißt das Trägheitsmoment. Die Dimension von ® im physikalischen Maßsystem 
ist kg m, im technischen Maßeystem kp m st. 

Das D’ALEMBEBTSChe Prinzip verlangt nach (1) und (2) 


(MM. -9W)=0. 
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Somit ergibt sich ale Grundgleichung der Drehbewegung 


(4) 90=M,. 
Wir vergieichen diese mit der Grundgleichung für die fortschreitende Bewegung 
von einem Freihei ‚z.B. in der z-Richtung: 


my=mi=F,. 


Wir sehen: Bei der Drehbewegung tritt @ an die Stelle von m. Daber auch die 
manchmal gebrauchte Bezeichnung Dreimasse für ©. 

Dasselbe zeigt sich in dem Ausdruck der kinstischen Energie. Sie ist bei der 
Drehbewegung eines starren Körpers 


dm dm a‘ 
(6) Bun =? [Fe [Fro-7 | nn Fo 
und entspricht somit genau dem elementaren Ausdruck der Punktmechanik 
a v 
(5a) Eu-T=zmegm. 


@ ist beim starren Körper und fest gelagerter Achse unabhängig von der Zeit, 
bei Gelenkmechanismen und Lebewesen jedoch in obarakteristischer Weise 
veränderlich. Wir werden später in $ 13 sehen, daß alle sportlichen Betätigungen, 
insbesondere das Turnen, wesentlich auf der Veränderlichkeit des Trägheite- 
momentes des menschlichen Körpers beruhen. 

Wie das Trägheitsmoment des starren Körpers von der Lage der Drehachse 
abhängt, werden wir erst in $ 22 untersuchen. 

Hier sei nur noch hingewiesen auf den Zusammenhang der kinstischen Einergie 
mit der Grundgleichung der Bewegung. So wie wir aus dem Satze der lebendigen 
Kraft in der Punktmechanik 

dT dd 
ara 
(bei konstanter Masse) die Bewegungsgleichung m £ = F, gewinnen können, #0 
erhelten wir auch bei der Drehbewegung nach (5) aus 
T= Em mit dA=M,dp, GI. (9.7), 
(bei konstantem @) die Bewegungsgleichung (4). 

Das 'Trägheitsmoment tritt aber auch in dem Ausdruck für das Moment der 
Bewegungsgröße des rotierenden Körpers, sein Impulsmoment, auf, Bezeichnen 
wir dieses mit Rt, so gilt offenbar 


(6) N= Idnvr=n Zin!=m@ 


ınit dA = F,de 


‘2. Koppelung von Botations- und Tranalationsbowegung 


Man denke an einen Förderkorb im Bergwerk oder an einen Fahrstuhl, Das 
Seil, das den Fahrstuhl trägt, ist um den Umfang einer Trommel gewickelt und 
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wird durch eine Kraft P angetrieben. r sei der Trommelradius. Die beiden auf- 
tretenden virtuellen Verrückungen (vgl. Fig. 13) sind verknüpft durch 


7) &=röp. 
Das b’ALzmsurrsche Prinzip verlangt 
(Ta) -Q-Yd)&+lrP-Ho)p=0. 


Es ist bequem, die Masse der Trommel, wie man sagt, auf deren Umfang zu 
reduzieren, d.h. @ zu ersetzen durch eine „reduzierte 
R Masse‘ mittels der Definitionsgleichung 


” (8 = Mar. 
iz Dann schreibt sich (7a) mit Rücksicht auf (7) um in 
(P-9-—- Mi— Maro)d =D 


16: 
ni undliefert wegenr@=3,r& =ä die Bewegungsglei- 
m ohung " 
Fig. 13 (9 H+Maz=P—RQ. 


= ransstimihewegang Die Trägheitswirkung der Trommel addiert sich also als 
(Fahrstuhl, Förderkorb) Mu einfach zur Masse M des Fahrstuhls. 


3. Abrollen einer Kugel auf der schiefen Ebene 


Auch hier handelt es sich um die Koppelung von Translation (Abgleiten der 
Kugel) und Rotation (um die zur Zeichnung senkreohte Achse durch ihren Mittel. 
punkt). Die wirksame Komponente der Schwere ist Z = Mg sino; die in der 
Figur eingezeichnete Haftreibung R kommt, da sie an dem momentan ruhenden 
Auflagepunkt angreift, für die Behandlung nach n’ALEMBERT nicht im Betracht. 
Die Bedingung des reinen Bollens ist 


(10) 2 =ro oder virtuell geschrieben d&z = röp. 
Nach D’ALRMBERT fordern wir 
an &(Mgsna— MI) +p(—-90)=0. 


Die Berechnung von © ist eine Aufgabe der Integralrechnung. Ohne Beweis 
sei hier mitgeteilt, daß bei einem homogenen Ellipsoid mit den Halbachsen a,b, c 
das Trägheitsmoment um die Achse c (und entsprechend um die anderen Haupt- 
sachsen) wird: 


M“M 
a2) 74. 
Die Formel für die Kugel 
(12a) = 3 Mr 
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ist ein spezieller Fall davon. Wir entnehmen aus ihr, wenn wir auch hier wie in (8) 
eine auf den Abstand r reduzierte Masse einführen, daß diese wird 


2 

(12b) Ma=zH. 

Setzen wir dies in (11) ein unter gleichzeitiger Berücksichtigung von (10), so 
erhalten wir leicht 
(13) z= un sin. 
Der Faktor %- zeigt an, wie der Fall auf der schiefen Ebene durch das gleichzeitige 
Abrollen der Kugel und die dadurch bedingte ver- 
mehrte Trägheit verzögert wird. 

Während wir beim freien Fall in GI. (3.13) als 
Eindgeschwindigkeit gefunden hatten 

v=Y2gh, h=Fallhöhe, 4 
Fig. 14. Kugel suf achiefer 


erhalten wir jetzt aus (13) die Endgeschwindigkeit Ebene. Die Haftreibung R 
bewirktreinesRollen,gehtaber 


5 h nicht in das D’ALFMBERTSCHE 
v.- y 2:mgh- Prinzip ein 


Der Unterschied rührt daher, daß die Schwereenergie sich jetzt micht allein in 
Fallgeschwindigkeit, sondern auch in die Rotationsenergie der rollenden Kugel 
umsetzt. 


4. Führung einer Masse auf vorgeschrieboner Bahn 

Wenn wir die Führung als reibungslos voraussetzen, so sagt das D’ALEMBERT- 
sche Prinzip, angewandt auf den hier vorhandenen einzigen Freiheitsgrad (Ver- 
rückung ds in der Bahnrichtung), nichts anderes aus als 

ö6s(Ff+F)=0, 

d.h.nach (5. 8} 2 
(14) m,=mv=F,, 
bei beliebiger Richtung der äußeren Kraft. Die zur Führung senkrechte Kom- 
ponente %,, die wir etwa positiv in zentripetaler Richtung rechnen wollen, muß 
dann zusammen mit der (in gleicher Richtung positiv gerechneten) Reaktion R, 
der Zentrifugalkraft 3 das Gleichgewicht halten. Also 


(as) + I-mln. 


Im allgemeinen, insbesondere dann, wenn die Führung durch eine materielle 
Rinne bewirkt wird, tritt uns hier gebieterisch die Aufgabe entgegen, auch eine 
zur Bahn langenliale Komponente der Reaktion R,, die Reibung, in Betracht zu 
ziehen. Wenn wir sie im umgekehrten Sinne wie ds positiv rechnen, erweitert 
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sich dadurch GI. (14) zu 
(16) mi=P—-R. 
Während aber R, durch GI. (15) bestimmt ist, bleibt R, in (16) statisch und dyna- 


misch unbestimm! und kann nur experimentell physikalisch ermittelt werden. 
Wie das zu geschehen hat, werden wir in $ 14 besprechen. 


8 12. Lagrangesche Gleichungen erster Art 


Wir betrachten ein System diskreter Massenpunkte m, 4, - - .» %;, welche 
miteinander durch r holonome Bedingungen 
(ı) R=0, R=0..F,=0 
gekoppelt sind. Die Zahl der Freiheitsgrade ist dann / = 3» —r. Wir rechnen 
in rechtwinkligen Koordinsten und benutzen die Formulierung (10.6) des 
p’ALzmupertschen Prinzips. Um aber die dort vorkommenden schwerfälligen 
Summen bequemer schreiben zu können, numerieren wir die Koordinaten 
&y: Yours + >00 Zmı Ya u durch: 

= Ip U Tan Ins 

ebenso die Kraftkomponenten ‘X, Y, Z. Auch die zu z,, X, gehörende Masse 
werden wir als m, bezeichnen, wobei offenbar je drei der m, unter sich gleich 
werden. Dann lautet Gi. (10.6): 


(2) ‚2 (Km 2), =0. 


Wegen der r Bedingungsgleichungen (1) sind die dx, an die Einschränkungen 
gebunden 

(8) I=0, i=l,h..or, 

welche auch geschrieben werden können: 


sn 
( Ni =0, keld..ur- 


Man multipliziere die öF, je mit einem willkürlichen Faktor 2, (Laaxarazscher 
Multiplikator) und addiere sie zu der D’ALzm»ERTschen Formel (2). Man erhält 
zunächst 
sn Me r f} F, 
5) Ihn-maH Faz) 0. 
k=l ml 
Unter den 3 n Verrückungen öx gibt es aber nur / voneinander unabhängige. Die 


übrigen r hängen von ihnen ab. Es seien diesz. B. die Größen dx, dz,, .. .. dx. Wir 
haben nun auch gerade r Größen A,, A, . . .,A,, über die wir frei verfügen können. 
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Wir wählen sie so, daß 
(6) Lmit Diaz 


il 


N eu 


Dann reduziert sich GI, (5) mit nunmehr bestimmten Zahlen A, auf 


Y) 2 (n-mi+ Zr) 


kar+t 
mit völlig unabhängigen dr,, deren es ja /=3n—r gibt. Wählen wir also 
z.B. 
& Öx,.4r +0; du, 8 = bu yg=.. OL ul ÖL 44 = ee =ön,=0, 


so ergibt sich, daß diezu dx, „, gehörige Klammer verschwinden muß. Durchläuft » 
die Werte 1,2,...,/, so sieht man, daß jede Klammer = 0 sein muß: 


vr, 
L,—-mat 3 re ! 
dei 
Dies ergibt zusammen mit den Gin. (6) folgende 3 » Differentialgleichungen, die 
Lagrangeschen Gleichungen erster Art: 


=0; ker+l,r+2...,30. 


a 4; 


(9) RE STR, gt k=1,2,...,3n. 


-l 
Wie schon bemerkt, sind dabei je drei m, einander gleich, z. B. m, = m; = mu, 
da es sich um denselben Massenpunkt », mit seinen drei Koordinaten x, == 2,, 
% = Ya: Zı = 2, handelt. 

Wir haben die Bedingungen {1} zunächst ala holonom vorausgesetzt, aber wir 
überzeugen uns leicht, daß alles Vorhergehende mit geringer Modifikation auch 
bei nichtholonomen Bedingungen gilt. Der einzige Unterschied besteht darin, 
daß in (4) die Faktoren 3F,/öx, durch allgemeine Funktionen der Koordinsten F,, 
zu erzetzen sind, die nicht in der Form von Differentialquotienten geschrieben 
werden können. Indem wir diesen Ersatz auch in den Gin. (8) vornehmen, erhalten 
wir unmittelbar als Lagrangzsche Gleichungen erster Art bei nichtholonomen 
Systemen: ex 


(da) ma=Xt EhFu- 


Interessanter ist die folgende Verallgemeinerung: Nehmen wır an, die Badin- 
gungen (1) seien zeitlich veränderlich, die F; hingen also außer von den z, auch von f 
explizite ab. Dann müssen wir festsetzen, daß bei der Bildung von (4) die Zeit 
wicht variiert werden solle, was uns freisteht und was nuch deshalb einleuchtend 
ist, weil unsere virtuelle Verrückung nichts mit dem Zeitablauf zu tun het. Die 
Ableitung von (9) wird dadurch nicht berührt. Aber es ergibt sich eine wichtige 
Folgerung bezüglich der Form des Energiesatzes. 
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Wollen wir diesen bei zeitunabhängigen Bedingungen ableiten, so verfahren wir 
so: Wir multiplizieren (9) mit dx, und summieren über &. Links entsteht: 


ee q ar 
(9b) uymah=d.z zii =At. 
Das erste Gliod rechts liefert die während di geleistete Arbeit der äußeren Kräfte: 
(90) Liu X, =d. 


Das zweite Glied rechts veaahrmdet, Denn 68 ist 


ea) Ir Sin md = Dinar =0. 
kei -ı 


del 


Aus F, = 0 folgt nämlich, wenn F, nur von den z, abhängt, 


We dr, = Zaan=o. 
Also haben wir wegen (9b, o) 
(10) dt =dA. 


Anders, wenn F, auch von t abhängt. Dann ist die Null in (9d, e) zu ersetzen 
durch 


Hi dm. — Pr OF ae. 
Der Energiesats lautet also bei zeitabhängigen Bedingungen 
(108) dt -da—d Pa er. 


Das heißt aber: Die zeitabhängigen Bedingungen leisten am System Arbeit. 

Zur Veranschaulichung denke man an einen Tennisschläger. Wenn er feat- 
gehalten wird, reflektiert er den Ball mit unveränderter Energie. Wenn er aber 
nachgibt oder dem Ball entgegenschlägt, nimmt er Energie auf oder überträgt 
Energie auf den Ball. 

Bei niohtholonomen Systemen würde eme explizite Abhängigkeit der in (9a) 
vorkommenden F,, von i mit dem Energiesats der Form (10) verträglich sein. 
Wenn aber die niohtholonome Bedingung im Gegensatz zu (7.4) heißen würde: 

ZFudu +@d=0, 


so würden zu (10) zusätzlich Glieder in 6, hinzutreten und die Energiegleichung 
die zu (108) analoge Form annehmen: 


(10b) ar da—a z 46. 
An dem Beispiel des sphärischen En im folgenden Kapitel werden wir 


lernen, daß die A, aufgefaßt werden können als Reaktionen des Systems gegen den 
durch die (holonomen oder nichtholonomen) Bedingungen ausgeübten Zwang. Hier 
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werden wir auch sehen, daß die wirkliche Bestimmung der A nicht, wie in (6) 
provisorisch angenommen werden durfte, aus r willkürlich abgetrennten, sondern 
sus der Gesamtheit der 3n LaarangEsohen Gleichungen zu erfolgen hat. Es sei 
betont, daß über die LaaRangEachen Gleichungen erster Art hinaus die Methode 
der Laorangkschen Multiplikatoren auch bei Gleichungstypen viel allgemeinerer 
Art, vgl. Kap. VI, 8 34, eine bedeutsame Rolle spielt, wie sie ja auch andererseits 
schon in der elementaren Theorie der Maxima und Minima vorkommt. 
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Wir leiten diese Sätze hier für ein System diskreter Msssenpunkte ab, das als 
Ganzes im Raum verschoben und verdreht werden kann. Sie übertragen sich aber 
durch Grenzübergang auf einen frei beweglichen starren Körper oder auf ein 
beliebiges mechanisches System, dessen Beweglichkeit nicht durch äußere Bin- 
dungen beschränkt ist. 

Die wirkenden Kräfte teilen wir auf in äußere und innere Kräfte. Diese Ein- 
teilung sagt nichts über den Ursprung der Kräfte aus und deckt sich daher 
keineswegs mit der Eimteilung von 8.47 in physikalisch eingeprägte und Reak- 
tionskräfte. Unsere jetzige Einteilung wird lediglich nach dem Gesichtspunkt 
vorgenommen, ob das Gesetz von aotio und reaotio innerhalb des Systems erfüllt 
ist oder nicht. Im ersteren Fall sprechen wir von inneren, im letzteren von äußeren 
Kräften. Zum Beispiel sind die inneren Kräfte des Planetensystems physikalisch 
eingeprägte, nämlich Gravitationskräfte, andererseits ist die äußere Kraft, die den 
Eisenbahnzug vorwärtstreibt, wie wir 8. 76 sehen werden, eine Reaktionskraft, 
nämlich die Haftreibung an den rollenden Rädern. 

Die äußeren Kräfte nennen wir, sofern sie am Punkte & angreifen, %ı; die 
inneren Kräfte sollen %,, genannt werden, um anzudeuten, daß sie zwischen 
zwei Pankten des Systems wirken und daher innerhalb des Systems dem Reak- 
tionsgesetz 
(l) da=— Va 
genügen. 

1. Impulssatz 

Wir benutzen das D’ALEMBEETache Prinzip in der Form (10.5). Hier ersetzen 

wir $, durch + 2%, St definitionsgemäß durch —&, und machen alle da, 
i 
einander gleich. Wir erteilen also allen Massen des Systems eine und dieselbe 


virtuelle Verrückung ös. Die %:+ fallen wegen (1) bei der Summation über i und k 
heraus, und os bleibt 


@) 2.28) =). 
Wir deuten die Summation über k durch Überstreichen an und schließen aus (2) 
(8) ö=3. 
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© ist der Giesamtimpuls des Systems = vektorielle Summe aller Einzelimpulse. 
Wir definieren die „Sohwerpunktsgeschwindigkeit" 8 durch 


MR=mi=6, U=m 

und haben statt (3) 
(38) HB=}. 
Von einem beliebigen, aber festen Besugspunkt O aus messen wir die Abständet 
nach den Punkten des Systems und definieren, von demselben Punkt O aus, die 
Lage R des Schwerpunktes durch 
(3b) MR=mt, 

Die Gin. (3a, b) sagen dann aus: Der Schwerpunkt eines frei beweglichen mecha- 
nischen Systems bewegt sich wis ein einzelner Massenpunkt, in dem die Gesamimasse M 
des Systems vereinigt ist und in dem die Resultierende5 aller dußeren Kräfte angreift. 


2. Drehimpulssatz 
> 
Wir erteilen dem System eine virtuelle Dreiuung dp um eine beliebige, durch O 
> 
gehende Achse. Die Verrückungen ds, der verschiedenen Punkte m, des Systems 
werden dann verschieden; es gilt nämlich 


(4) xt. 


Zum Beweise betrachte man Fig. 15. dp ist als Vektor nach der Drehachse 

| und zugleich als Drehpfeil um diese Achse 

<> im Reohteschraubensinne aufgetragen. Der 

Größe nach ist vermöge Definition des Vek- 

torproduktes 
ö&, = dp |] sina = dp ar» 

wie es bei der in Rede stehenden Drehung 

sein muß, Auch Richtung und Sinnvon ds, 

sind durch (4) richtig wiedergegeben. ds; ist 

senkrecht zur Ebene (dp, t,) nach hinten 

gerichtet, wie es dem eingezeichneten Dreh- 
pfeil entspricht. 

Wir setzen (4) in (10.5) ein, indem wir 

%* und % wie unter 1. ersetzen, und er- 
halten zunächst 


Fig. 15 S zer 
Die mit einer virtuellen Dreh _s- z 
tale vetnei Verschiebung 3 vo zmr2 Bu) [px =0. 
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Jetzt benutzen wir die Regel der elementaren Vektoralgebra: 
(6) UBEXxZ=- Bd EXMN=-E-MXB, 
welche besagt, daß das von irgend drei Vektoren 4,8, € aufgespannte Parallel- 
epipedeinen Rauminhalt besitzt, derdavon unabhängig ist, wie wir die Bonennung 
seiner drei Kanten zyklisch vertauschen. 
Wir können daraufhin statt (6) schreiben: 
%) HE xt Zain Enx6D-0. 


Naohdem auf diese Weise &% aus dem Zussmmenhange mit t gelöst ist, muß 
— > R 

wegen der Willkür von dp der mit dp in (7) multiplizierte Vektor für sich 

verschwinden. Um seine Schreibweise zu vereinfachen, führen wir die folgenden 

Bezeichnungen ein: 


(78) M,=1x% wie in (5.12, M- LM, 
(Tb) n=unxb,, 4X =: x61=R wie in (6.14), 
(70) B=-LN Neih. 


M bedeutet also die vektorielle Summe aller Momente der äußeren Kräfte um 
den gemeinsamen Bezugspunkt O, N ist die vektorielle Summe der Impuls- 
momente aller Massenpunkte des Systems für den gleichen Bezugspunkt oder, wie 
wir kurz sagen werden, der gesamie Drehimpuls des 
Syslems. 

Ferner zeigen wir an Hand von Fig. 16, daß m der 
Doppelsumme von GI. (7) sich je zwei Glieder gegen- 
seitig kompensieren, daß nämlich gilt: 


(8 nr et. Yig. 16. Die Momente der 
i Kräfte heben sich 
Wie man sieht, wird hierbei das Reaktionsprinzip, is ver 


Gl. (1), sls Definition der inneren Kräfte wesentlich. 
Aus (8) ergibt sich, daß die Doppelsumme in (7) verschwindet. Mit Rücksicht 
auf (7a, b, 0) können wir daher aus (7} einfach folgern: 


9) N=M. 
Diese Gleichung ist das genaue Gegenstück zu Gl. (8). Sie besagt: Die zeitliche 
Änderung des gesamten Drehimpulses des Systems ist gleich dem resultierenden 
Moment der äußeren Kräfte, so wie GI. (3) besagte: Die zeitliche Anderung des 
Gesamtimpulses des Systems ist gleich der aus den äußeren Kräften resultierenden 
Einzelkraft. G1.(9) wird später, in (25.2‘), noch eine wesentliche Erweiterung 
erfahren. 

Wir benennen die fundamentale Gleichung (9) als Drehimpulssaiz und dement- 
sprechend die GI. (3) als Impulssatz. Der oft such verwendete Name Flächensatz 


64 II. Mechanik der Systzme, Prinzip der virtuellen Arbeit 918.10 


rührt vom KerLee-Problem her. Während aber dort bei einem Planeten die 
Flächengeschwindigkeit init dem Impulsmoment proportional und die Achse 
des Impulsmomentes zur überstriohenen Fläche normal ist, ist das schon bei dem 
planetarischen Mehrkörperproblem nicht der Fall. Hier wird 


(10) R- m: 


es treten also hier nicht nur die voneinander verschiedenen Planetenmassen als 
Fektoren auf, die man nicht einheitlich wegdividieren kann, sondern ee müßten 
auch die den einzelnen Planeten entsprechenden Flächengeschwindigkeiten 
vektoriell zusammengesetzt werden. 

Noch unanschaulicher wird die Flächenvorstellung bei einem System von 
unendlich vielen Punkten, z. B. beim starren Körper. Dagegen wird hier die mit D1} 
gemeinte dynamische Größe trefiend wiedergegeben durch das Wort Drall, das 
wir im Kap. IV oft benutzen werden. 

Beim vollständigen Planetensystem fehlen äußere Kräfte und ist daher sowohl 


$=0, demit © = konst,, ala 
(108) M-0, somit N=konst.; 


d.h. es gelten Erhaltungssütze für den Gesamtimpuls & und das gesamte Impuls- 
momeni N. Senkrecht zu letzterem existiert eine zeitkonstante Ebenenstellung, 
die invariable Ebene des Planetensystems. 

Die Konstanz des Gesamtimpulses bei einem System ohne resultierende äußere 
Kräfte wird wegen ® = M® —konst. auch als Erhaltung des Schwerpunkts 
bezeichnet, Damit ist gemeint, daß mit ® = konst. sich der Sohwerpunkt gleioh- 
förmig geradlinig bewegt, also auf Dauer zum Ursprung eines Inertialsystems 
gemacht werden kann. 

Das Wort Schwerpunkt scheint nicht glücklich gewählt zu sein, da es sich bei 
unserer Definition (3b) nicht um schwere, sondern um träge Massen gehandelt hat. 
Besser wäre also hier das Wort Tirägheitsmittelpunkt (oentre of inertia) oder 
einfach Massenmiltelpunki. Vgl. aber die Rolle des Schwerpunkts zu Beginn 
von $16! 


8. Beweis nach der Koordinatenmeihode 
Um der weit verbreiteten, durch die älteren Lehrbücher begünstigten Gewöh- 
nung an rechtwinklige Koordinaten in etwa entgegenzakommen, deuten wir 
den Beweis unserer Sätse auch nach der Koordinatenmethode an. 
Die Ausgangsgleichungen sind, in leicht verständlicher Weise geschrieben: 


ma=Lı+% X 
’ 
(11) m=Yı+Z Ya, 
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Durch Summation der ersten dieser Gleichungen nach & entsteht unmittelbar 
wegen X; = — X, die =-Komponente des Schwerpunktesatzes: 


(12) Ey ma = 3, Eı 

Durch Multiplikation der En Gleichung mit z,, der ersten mit —y, entsteht 
zunächst: 

(13) Zman-na- Zum h-ni)t 

Die nicht hingeschriebenen Glieder ... fassen wir in Paare # k und k ı zusammen 


und bringen darm die Richtung der inneren Kräfte k>iundi> k:zum Ausdruck. 
Wir haben dann 


u Yu — Xu +% Ya—yXa=luX Fak+lux Fıl 
de By Wa) tan Wa — %)] 


Dies ist Fe Noll in Übereinstimmung mit Fig. 16. Daher reduziert sich die 
rechte Seite von (13) bei Berücksichtigung von (5. 17a) auf 


2 M,= m, . 
Die linke Seite von (13) ist wegen (5. 14b) 
(138) =_m (4 — Y%) -Zu-d 


GH, (13) ist hiernach mit der z-Komponente unseres Satzes vom Drali (9) identisch. 


4. Beispiele 

Zwischen Schwerpunkts- und Flächensatz besteht ein tiefgreifender Unterschied, 
den wir an dem Sonderfall auseinandersetzen wollen, daß keine äußeren Kräfte 
auf das System wirken. 

Dann bleibt nach Gl. (3a) die Sohwerpunktsgeschwindigkeit erhalten; die dort 
als Faktor vorkommende Gesamtmasse M ist ja (anoh bei einem in sich beweg- 
liohen System) ihrerseits konstant. War also der Schwerpunkt anfangs in Ruhe, 
so bleibt er es. Innere Kräfte vermögen den Schwerpunkt niemals in Bewegung 
<a setzen, anch nicht bei einem Gelenkmechanismus oder einem tierischen Körper 
(vgl. MÜncHHAUSENs Zopf!). Um seinen Schwerpunkt zu bewegen, braucht man 
die Möglichkeit eines Abstoßes, also eine äußere Kraft. 

Da beim Fehlen äußerer Kräfte offensichtlich auch M = 0 ist, so folgt aus (9) 

(14) N — konst. 
War das Impulsmoment anfangs Null, so bleibt es Null, anch bei einem in sich 
beweglichen System. Daraus folgt aber noch nicht, daß die Winkellage desSystems 
danernd erhalten bleibt. Diese kann vielmehr allein durch innere Kräfte, ohne 
Abstoß gegen außen, beliebig verändert werden. 
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Ein Beispiei ist die Katze, die immer auf die Beine fällt. Sie erreicht dies 
durch geeignete Drehung der vorderen und Gegendrehung der hinteren Extremi- 
täten. In den Comptes Rendus der Pariser Akademie von 1894, 8. 714, sind Mo- 
mentaufnshmen veröffentlicht, die das veranschaulichen. 

Ähnlich vermag der Skiläufer nach dem Absprung von der Schanze seine 
Stellung während des Fluges noch zu korrigieren durch rotatorische Bewegungen 
seiner Arme. 

Das Wesentliche dieses Vorganges können wir bequem am Drehschemel verfolgen. 
Er besteht aus einer horizontalen Platte, die möglichst reibungslos um eine 
vertikal gelagerte Achse drehbar ist. Die Versuchsperson auf der Platte befindet 


sich anfangs in Ruhe 
=D. 


Sie hebt den rechten Arm nach vorn und beschreibt mit diesem eine Drehung 
nach hinten. Das hierbei aufgetretene Impulsmoment des Arms um die Schemel- 
achse muß durch eine Gegendrehung des übrigen Körpers einschließlich der Platte 
kompensiert werden; genauer gesagt: Das Impulsmoment %, des bewegten Armes 
ruft ein Impulemoment N, von Rumpf und Platte hervor, so daß 


n=—nRı: 

Die Versuchsperson senkt jetzt den Arm, was keine Änderung von N zur Folge 
hat. Damit ist die Anfangslage wieder hergestellt, und der Prozeß kann von neuem 
beginnen. Bei jeder Wiederholung tritt dieselbe Gegendrehung N, auf. Nach n 
Wiederholungen bemerkt die Versuchsperson, daß sie in der umgekehrten Rich- 
tung geradeaus sieht wie anfangs. Die Winkellsge wird (im Gegensatz zur Schwer- 
punktalage) nicht durch den anfänglichen Ruhestand festgelegt. 

Man kann den Vorgang verstärken, wenn man der Versuchsperson ein schweres 
Gewicht in die Hand gibt. Dadurch werden die erzeugten Teilimpulamomente 
vervielfacht und daher auch die Gegendrehung sichtlich vergrößert. 

Zwei andere Experimente: Die Versuchsperson steht mit gesenkten Armen 
auf dem Scohemel und erhält einen Drehkimpuls N,; sie hebt die (eventuell mit 
Gewichten beschwerten) Arme seitwärts; die Drehung wird plötzlich verlangsamt. 
Oder aber: Die Versuchsperson wird mit ausgestreckten Armen in Drehung 
versetzt; eie senkt die Arme und fällt meistens von dem Scohemel herunter, weil 
die Drehung plötzlich, zumal bei beschwerten Armen, erheblich vergrößert ist. 

In beiden Fällen gilt 

N, = N, nnd daher nach Gl. (11.6) ,0, = 9a. 
Aber im ersten Fall ist 
0 <9, und daher @, & 05, 


9,> 9, und daher w, > wg 
Die Veränderlichkeit des Trägheitsmomentes bei gleichzeitiger Erhaltung des 
Impulsmomentes wird auch bei allen turnerischen Leistungen ausgenützt, 
besonders am Reck. Es handle sich z. B. um den „Aufsohwung‘‘. Beim anfäng- 


im zweiten 
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lichen Sohwungholen wird der Körper gestreckt, sein Trägheitsmoment ist groß, 
die Drehgesohwindigkeit um die Reokstange mäßig. Beim Vorwärtsschwingen 
kurz vor dem Aufschwung zieht der Turner die Beine an, macht das Trägheits- 
moment um die Reokstange klein, die Drehgeschwindigkeit wird groß. Der 
Schwerpunkt schwingt über die Reokstange hinüber und der Turner kommt oben 
in aufreohte Stützlage. Man beachte dabei, daß die durch den Griff der Hände 
an der Reckstange betätigten Reaktionen wegen ihres bei der Dünnheit der 
Stange verschwindend kleinen Hebelarmes das Impulsmoment nioht merklich 
beeinflussen. 

Ganz Ähnliches gilt von den „Wellen“ (Bauchwelle, Kniswelle usw.). Turnen, 
Schlittschuhlaufen, Skifahren sind fortgesstzte Kurse in praktischer und theore- 
tischer Mechanik. 


5, Massenausgleich bei Schiffsmaschinen 


Wir wollen schließlich ein Beispiel großen Maßstabes betrachten, den Schlick- 
schen Massenausgleich der Kolbenmaschinen auf Schiffen. 

Beim Übergang zu den großen Schnelldampfern gegen Ende des vorigen 
Jahrhunderts machte der Schiffbau eine Krise durch. Die Umlaufszahl der 
Schiffswelle lag aus technischen Gründen beietwa 100/Min. fest. In diesem Rhyth- 
mus wechselten auch die Trägheitswirkungen der Kolbenmsschinen, die von dem 
Sohiffskörper aufgenommen werden müssen. Indem man nun die Länge des 
Schiffes mehr und mehr vergrößerte, setzte man die „Eigenfrequenz‘ des Schiffes 
herunter, die dadurch in gefährliche Nähe zu dem Rhythmus der Trägheitswir- 
kungen rückte. Wir gebrauchen hier schon das Wort „Resonanz“, über des wir 
uns im nächsten Kapitel verbreiten werden. Das Wort stammt aus der Akustik, 
wo die Resonanzphänomene am unmittelbarsten sind und am frühesten studiert 
wurden. 

Die Dampfzylinder müssen auf den Scohnelldampfern aus Gründen der Raum- 
ersparnis vertikal angeordnet werden. Also wirken auch die Trägheitswiderstände 
vertikal. Es handle sich z.B. um vier Kolben (vgl. Fig. 17), die anf dieselbe 
längsschiffs verlaufende Kurbelwelle, die z-Achse unserer Figur, arbeiten. Wir 
werden sehen, daß bei einer geringeren Zahl von Kolben der Massenausgleich, 
auch in der ersten Ordnung, auf die wir uns hier beschränken, unmöglich ist. 
Bei der Koordinstenwahl von Fig. 17 sind die Trägheitswiderstände nach der 
x-Aohse gerichtet; sie ergeben Momente nur um die y-Achse. Die Trägheits- 
wirkungen müssen von den Reaktionen des Sohiffukörpere aufgenommen werden. 
Sie veranlassen diesen za rhythmischen Gegenschwingungen. 

Man sieht dies sehr sohön an den Modellen, die Konsul OTTO SchLick seinerzeit 
dem Deutschen Museum in München geschenkt hat. Der Schiffskörper ist hier 
als länglioher Balken idealisiert; er hängt sohwingungsfähig an Spiralfedern, die 
den Auftrieb des Wassers darstellen. Wenn die vom Balken getragenen Maschinen. 
modelle in Bewegung gesetzt werden, biegt der Balken etwas aus. Wird die Um- 
laufszahl gesteigert, so wachsen die Schwingungen in dam Maße, wie sioh die 
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Umlaufsfrequenz der Frequenz der Grundschwingung des Balkens (vgl. Fig. ») 
nähert. Große Sohwingungsamplituden würden verheerend auf die Sicherheit 
des Schiffes {und such auf das Befinden der Passagiere) wirken. Die Trägheits- 


-.--II8r--- 


Fig. 17. SomLıoxscher Massenausgleich bei einer stehenden vierzylindrigen Kolbenmaschine. 
Rechts unten: Seitliche Ansicht auf die gegenseitige Stellung der 4 Kurbeln 


wirkungen der Maschinen sind die Feinde des Sohiffskörpers. Es kommt darauf 
an, diese gegeneinander auszuspielen, um den Schiffskörper davon zu befreien. 
Das ist die Idee des Massenausgleichs. 

Der Ausgleich der Trägheitswiderstände, die alle die x-Richtung haben, verlangt, 
wenn wir sogleich von den Beschleunigungen zu den x-Koordinaten selbst 
übergehen, 


(15) ZMa=0. 


In den M, sind außer den Massen der Kolben und Kolbenstangen in erster Nähe- 
rung such die der Schubstange und Teile der Kurbelarme mit einzubegreifen. 

Mindestens ebenso wichtig ist der Ausgleich der 

Z——><£ Momente der Trägheitswiderslände, wobei es, wie oben 

j bemerkt und aus Fig. 17 ersichtlich ist, nur auf die 

en eineg Momente um die y-Achse ankommt. Auch hier gehen 

freischwingenden Balkens wir sogleich von den Beschleunigungen zu den Koor- 

ala Modell für die Grund. dinaten über, was möglich ist, weil die Hebelarme, 

schwingungeneinesSchiffes nämlich die a, unserer Fig. 17, konstant sind. Wir 


verlangen also 
(16) ZMan=0. 


Jetzt drücken wir die Kolbenwege z;, durch die Kurbelwege p, aus. Nach Fig. 9 
und GI. (9. 6) gilt in erster Näherung: 


(17) 24 + rı 0089, = konst. 
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„Erste Näherung‘“ heißt dabeil): Limes unendlich langer Schubstange oder rl — 0. 
Auf die Rechnung zweiter Näherung, bei der wie in den Gin. (9.5) und (9.6) die 
erste Potenz von r/l beibehalten wird, wollen wir hier nicht eingehen. Die p, 
sind, da alle Kurbeln auf dieselbe Welle arbeiten, untereinander gleich bis auf je 
eine zeitlich konstante Verschränkung &,- 
(18) 9% =9ı + 8 (0 = 0, 0,04, &, beliebig wählbar) . 
Der veränderliohe Teil der Bedingungen (15) und (16), auf den es allein ankommt, 
liefert wegen (17) und (18) 
(19) ZU, +o)=0, ZMänmogt+a)=0. 
Hier müssen die Faktoren von 00s@, und sin 9, einzeln verschwinden. Wir er- 
halten also die folgenden vier Gleichungen zwisohen den Parametern o, und 2: 
20 EM,nvoo,=0, EM,nsino,=0, 
20) EM, n 00, =0, ZMınasing,=0. 
Die M, und r, sind konstruktiv festgelegt. Zur Verfügung stehen die 3 Winkel- 
versohränkungen a,, a, &, und die 2 Abstandsverhältnisse a,:a,:a, [die Absolut- 
werte dor a gehen in die GIn, (20) nicht ein], im gansen also 5 verfügbare Para- 
meter; sie lassen bei der Erfüllung der Bedingungen (20) einen gewissen Spielraum 
offen, durch den man technisch ungeeignete Lösungen vermeiden kann. Damit 
ist gezeigt, daß der Massenausgleioh erster Ordnung bei Vierzylindermaschinen 
ausführber und zugleich, daß er bei weniger Zylindern (mangels der erforderlichen 
Parameterzahl) unmöglich ist, wie wir behauptet haben. Ein äußeres Merkmal des 
Somuioxsohen Massenausgleichs besteht darin, daß die Kolben einer Vier- 
zylindermaschine keineswegs äquidistant und ihre Kurbeln keineswegs gleich- 
winklig gegeneinander angeordnet sind, was in Fig. 17 reohts unten veranschau- 
licht ist. 

Dieser Massenausgleioh hat sich bei den ersten Schnelldampfern der Hamburg- 
Amerika-Linie bewährt; er ermöglichte es, die Resonanzgefahr zu überwinden. 
Allerdings hat er praktisch nur eine vorübergehende Bedeutung im Schiffbau 
gehabt, da man bald allgemein vom Kolbenmaschinen- zum Turbinenantrieb 
überging, bei dem es keine hin- und hergehenden Massen gibt. Aber beiden Auto- 
und Fiugzeugmotoren sowie bei den U-Boot-Dieselmaschinen ist er such heut- 


zutage wichtig. 


“ 6, Lehrsatz, betreffend die Zahl der in einem abgeschlossenen System 
allgemein ausführbaren Integrationen 
'Abgeschlossen heißt ein mechanisches System dann, wenn keine äußeren, 
sondern nur innere Kräfte an ihm angreifen?), Schwerpunkts- und Flächensatz 
gelten dann als Erhaltungssätze von Impuls und Impulsmoment. Ersterer 
1) Diese erste Näherung definiert den Massenausgleich erster Ordnung. Da wir uns auf 
diesen beschränken wollten, brauchen wir die zweite Näherung nicht auszuführen. 


2) Bei hinreichender Erweiterung des Systems, wenn man nämlich den Uraprung der 
äußeren Kräfte in das System mit einbezicht, ist natürlich jedes System ein abgeschlossenes. 
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bringt 2 - 3, letzterer 3 Integrationskonstanten!) mitsich. Dasu kommt der Ener- 
giesatz mit einer Konstanten. Wir haben also im ganzen 

(21) 2.3+3+1=1 

Integrale der Bewegungsgleichungen. 

Dies betrifft den dreidimensionalen Fall. Bei zwei Dimensionen, z.B. dem 
Zweikörperproblem der Astronomie, haben wir nur ein Impulsmoment (Achse 
senkrecht zur gemeinsamen Bahnebene der beiden Körper) und 2-2 Konstanten 
der Schwerpunktebewegung (Bewegungeriehtung in der Bahnebene), mit dem 
Energiesatz zusammen also 
(22) 2-2+1+1=6 


allgemein ausführbare Integrale. 
Im eindimensionalen Fall reduziert sich diese Zahl ersichtlich auf: 


(23) 2-1+0+1=3. 
Die allgemeine Formel bei n Dimensionen ist 
ı 
(24) a+l+znm+). 


Wir machen sie uns am besten relativistisch klar, indem wir n == 3 setzen 
und die Zeit als vierte Koordinste hinzunehmen. Dann haben wir den Vierer- 
vektor @ des Impulses zu bilden, der sich sus Gl. (2. 19) ergibt, wenn wir über alle 
Punkte des Systems summieren. Die Grundgleichungen der relativistischen 
Mechanik bessgen nun, daß dieser Vierervektor erhalten bleibt, wobei übrigens 
seine Zeitkomponente (bis auf den Faktor — ic und bis auf eine additive Kon- 
stante) mit der kinetischen Energie übereinstimmt. Die so entstehenden vier 
Integrale (Erhaltung von Impuls und Energie) sind in (24) durch den Termn +1 
abgezählt. Der zweite Term derselben Gleichung entspricht der Kombination 
von je zwei Achsen bei der Momentenbildung. Während aber die Kombinationen 
zweier Raumachsen offenbar die Flächensätze im gewöhnlichen Sinne geben, 
hiejert die Kombination der Zeitachse mit einer der Raumachsen die zweiten Schwer- 
punktsintegrale, die die geradlinige Bewegung des Schwerpunktes aussprechen. 
Wir berechnen nämlich nach (2.19), indem wir die Summation über alle Massen- 
punkte wie 8.6165 durch Überstreichung andeuten und yı — fi sogleich durch 1 
ersetzen, 

A eicm a —ima), k=123. 
Diese Größe ist nach dem Erhaltungssatz für die Momente gleich einer Konstan- 
ten. Setzen wir letztere gleich i cY,, so haben wir mit den Bezeichnungen aus 
(38, b) in dreidimensionsler Vektorachreibweise: 
(25) R—1B=U. 


1) Die 2-3 Konstanten in den Gleichungen der vom Schwerpunkt duroblaufenen Ge- 
raden und die 3 Flächenkonstanten. 
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Dies bedeutet, da Y und ® konatant sind, daß sich der Schwerpunkt in der Tat 
geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Das Zustandekommen der 
allgemeinen GH. (24) dürfte damit hinreichend und unter Ausnützung der vier- 
dimensionalen Raum-Zeit-Symmetrie besonders übersichtlich erläutert sein. 

Wir wollen aber noch an die Abzählung in (21) und (22) eine astronomisch 
belangreiche Bemerkung knüpfen. Das berühmte Dreikörperproblem würde zu 
seiner vollständigen Integration, d.h. zur Darstellung seiner 3-3 Koordinaten 
und seiner 3 - 3 Geschwindigkeitskomponenten 


(26) 2.3.3=18 


erste Integrale erfordern, welche ja, wie z. B. Gl. (25), je eine mit einer Integra- 
tionskonstanten behaftete Beziehung zwischen diesen Lagen- und Geschwindig- 
keitekoordinaten festlegen. Der Vergleich von (26) mit (21) zeigt nun, daß hier 
8 Integrale zur vollständigen Integration fehlen; darüber hinaus haben die fort- 
gesetzten Bemühungen der größten Mathematiker von Lagksnae bis PoIwcark 
dargetan, daß diese fehlenden Integrale nicht in algebraischer Form gewonnen 
werden können; einen abschließenden Beweis dafür hat H. BRuxs gegeben. 

Vie entsprechende Abzählung bei dem (seiner Natur nach ebenen) Zweikörper- 
problem verlangt zur vollständigen Integration 


2.2-2—=8 


Integrationakonstanten, also nur zwei mehr, als nach (22) im ebenen Fall ohnehin 
zur Verfügung stehen. Diese zwei Integrale mit den zugehörigen Integrations- 
konstanten lassen sich hier aber tatsächlich angeben, wie der Übergang von den 
GIn.(6.4) zu (6.5) zeigt. Deshalb set das Zweikörperproblem eine lösbare, das Drei- 
körperproblem eina im allgemeinen unlösbare, d. h. nur durch analytische Näherungs- 
prozesse lösbare mathematische Aufgabe. Lediglich unter sehr speziellen Annahmen 
über die Art der Bewegung werden wir in $ 32 eine Lösung in geschlossener Form 
geben können. 


8 14. Über die Reibungagesetze 


Wir haben bereits in $ 11 unter 4. betont, daß bei der Führung einer Masse auf 
vorgeschriebener Bahn die in die Bshnrichtung fallende Komponente der Reaktion 
hicht sus den allgemeinen Prinzipien der Mechanik bestimmt werden kann, 
sondern experimentell ermittelt werden muß. Dies geschah (nach verschiedenen 
Vorarbeiten anderer Forscher) durch berühmte, für die damalige Zeit sehr präzise 
Untersuchungen von CH. A. Couoms 1785, dessen Name js, mit den Grund- 
gesetzen der Elektrostatik und Magnetostatik dauernd verknüpft ist. 


Wir unterscheiden nach COTLOMB 


a) Reibung der Ruhe oder Haftreibung, 
b) Reibung der Bewegung oder gleitends Reibung. 
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1. Reibung der Rube 
Übt man auf einen auf einer ebenen Unterlage ruhenden Körper einen Zug Z 
parallel zur Unterlage sus, so wird bei kleinem Z zunächst keine Bewegung 
eintreten. Wir müssen daher annehmen, daß eine Reibungekraft R dem Zuge Z 
das Gleichgewicht hält. Überschreitet aber Z eine ganz bestimmte Grenze, so tritt 
Beschleunigung auf. 


| 


Fig. 19 Fig. 20 
Reibung der Ruhe auf _ Konstruktion des Reibungswinkels 
einer ebenen Unterlage und des Reibungakegels 


Diese Grenze Ru... ist nsoh CouLomB (und seinen Vorgängern) proportional dem 
Normaldruck N, der in der Ruhe und bei horizontaler Unterlage einfach gleich 
dem Gewicht @ des Körpers ist. Also 


60) Raz=hN. 


fo heißt Reibungskoejfizieni der Ruhe und hängt von der Natur und Oberflächen- 
beschaffenheit der beiden sich berlihrenden Materislien ab. Sind die Materialien 
dieselben, s0 ist /, besonders groß (Einfressen). 

Man kann durch 
(2) h =tanp 


einen Winkel 9 einführen, der als Spitzenwinkel eines „Beibungskegels“ gedeutet 
werden kann. Solange die Resultierende aus den beiden Reaktionen R und N 
innerhalb dieses Kegels fällt, kann keine Bewegung eintreten, vgl. Fig. 20. Wenn 
diese Resultierende in dem Kegelmantel liegt, tritt Bewegung ein. 

Die Bedeutung des Reibungswinkels wird veranschaulicht durch die (auf 
GaLixı zurückgehenden) Versuche an der sohiefen Ebene (Fig. 21). Wir schreiben 
ohne weitere Erläuterung hin: 


N=Goas, Z=Geina=—R. 
Aus ‘ 
R< Ra fh N =tango-N 
folgt daher als Bedingung der Ruhe: 
Gens <tangcosa-G, 
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also 

tano < tanp 
oder 
(8) <p. 


Der Körper befindet sich in Ruhe auf der schisfen Ebene, solange a < pist. Der 
Reibungewinkel & bedeutel also diejenige Neigung der schiefen Ebene, bei der Gleiten 
einselzt. 


Ein weniger triviales Beispiel ist folgendes: An eine 
vertikale Achse setzt unterdem Winkel = +o ein ei 
seitlicher Arm an, der eine auf ihm verschiebbare 


[7 

Hülse trägt (vgl. Fig. 22). Wenn die Achse nicht Fig. 21. Gleichgewicht 
rotiert, ist die Hülse in Ruhe oder Bewegung, je auf der echiefen Ebene 
nachdem, oba < @oder > o ist. Wird aberdie Achse  ı 
in Rotation versetzt, so tritt zu der Schwere mg die ı 
Zentrifugalkraft m rw* vektoriell hinzu. Die aus | 
beiden resultierende Normalkraft N und Zugkraft ! 
sind nach der Figur ! 

Num(goosa +rw*sino), ’ 

Z=+tm(gsing—rwtoose). 


Dabei bedeutet das doppelte Vorzeichen bei Z, daß 
wir die Zugkraft ebensowohl positiv nach unten wie 
nach oben rechnen, also ebensowohl ein Abgleiten 
wie ein Aufwärtegleiten der Hülse in Betracht ziehen 
können. 

Die Hülse ist nach (1) und (2) im Gleichgewicht, 
wenn 


+ (gsin« — rw! cos &) Fig. 22. Verschiebbare Hülse 
<tenp(gcosa +rwfsino). ee ge 


Ersetzt man hier das Zeichen < durch das Zeichen Gleichgewichtgegen Reibung 


=, so erhält man die Grenzen des Gleichgewichtes, 
also den Beginn des Gleitens. Wir rechnen diese Grenzen durch trigonometrische 


Umformung für beide Vorzeichen + einzeln um. 
Vorzeichen +, Abgleiten: g sin (« — 9) = r, © 008 (« — p). 
Vorzeichen —, Aufwärtsgleiten: g ein (x + 9) =, cos (& + @), 
also zusammengefaßt a 
n = „ten Fo: 
Die Reibung bewirkt also einen endlichen Spielraum 
n<r<n, 
innerhalb dessen die Hülse im Gleichgewicht ist. 
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Bei a > @ (die Hülse gleitet für » — 0 abwärts) sind beide r positiv und um so 
mehr voneinander verschieden, je kleinerw. Beia < p (die Hülse ist im Reibungs- 
gleichgewicht für » —— O) ist r, = 0 (formelmäßig sogar negativ) und nur r, positiv; 
mit wachsendem w nähert sich auch r, der Null. 


8. Reibung der Bewegung 
Für diese gilt das Reibungsgesetz 
(4) i R=fN. 


Der Reibungskoeffizient der Bewegung [ ist im wesentlichen unabhängig!) von 
der Geschwindigkeit und wie f, eine Material- und Oberflächenkonstante. Dabei 
gilt bemerkenswerterweise 


(6) I<h- 


. Bei gerader Gleitbahn ist N gleich der Schwere (bzw. der zur Bahn sonkreohten 
Schwerekomponente); bei gekrümmter Bahn ist außer der Schwere die Zentrifugal- 
kraft zu berücksichtigen, gemäß der Gleichung (11.15). 

Wir erläutern Ungleichung (5) durch einen äußerst primitiven, aber im Resultat 
überraschenden Versuch: Man lege sich einen Spazierstook auf die beiden Zeige- 
finger der rechten und linken Hand. Die Kräfteverteilung ergibt sich nach Fig. 
lla zu 

de B=—.0 
= G, =; En Fr 
Die beiden Finger werden einander genähert. Das Gleiten findet abwechselnd 
auf dem rechten und linken Finger statt, bis die Finger zusammentreffen. Wo 
treffen sie zussınmen } 

Es sei zu Anfang A > B. Also beginnt das Gleiten bei B. Jetzt aber bleibt B 
nicht nur so.lange in Bewegung, bis a == b geworden ist, sondern B gleitet bis zu 
der Stelle b, <a, De TE ET 
der Ruhe von A wird. Nun ist 


@ 
Ru, = la; ' Run ha: 


Durch Gleiohaetzen beider für b == b, folgt: 


af 
fa=hb.: u7>t 

In diesem Augenblick muß der Stook sich über A zu bewegen beginnen. Da 
aber dann sofort die Reibung R, zu auf R, new< By, nu springt, so wird im b, die 
Reibung Rz, zw größer als die in A, d.h. 3 hört auf, sich zu bewegen, Ay zw 
geht in Bg,nu über. 

1) Nach Erfshrungen im Eisenbahnbetrieb (gleitende Reibung zwischen Rad und Brems- 
klots) nimmt f bei hohen Geschwindigkeiten v mit wachsendem v systematisch ab. 


914.10 Über die Reibungsgesetze 75 


Dies wiederholt sich jetzt bei jedem Umkehrpunkt. Dabei nähern sich A und B 
(da jedesmal der Quotient: /,/f auftritt) in geometrischer Progression dem Schwer- 
punkt, für dna=b =0ist. Im Endzustande schwebt der Stock im Gleichgewicht 
über den zusammengerückten Fingern. 

Wir kehren zur Reibung der Ruhe zurück, die als Haftreibung beim reinen 
Rollen ausschlaggebend wirkt. Sie istes, so paradox es klingen mag, die den Eisen- 
bahnzug vorwärts treibt (dasselbe gilt vom Auto; auch der Fußgänger auf glattem 
Boden bewegt sich nur mittels der Haftreibung vorwärts). Der Dampfdruck 
könnte als innere Kraft des Systems niemals den Schwerpunkt der Lokomotive 
bewegen. Dazu bedarf es einer äußeren Kraft, der Reaktion zwischen Schiene 
und Rad, d.h. eben der Haftreibung. 

Man betrachte ein angetriebenes Rad der Lokomotive (Fig. 23). Der Antrieb 
überträgt mittels der Schubstange ein Moment M auf das Rad; seine primäre 
Wirkung wäre die, das Rad in beschleunigte Um- 


drehung zu versetzen. Dem widerstrebt die Be- £ 

dingung des reinen Bollens, GH. (11. 10), nämlich: \r 

(6) z=rw. z 

Ist M die Masse des Zuges pro angetriebenes Rad, 

W der Bewegungswiderstand (Luftwiderstand, 

Reibungsverluste in den Achsenlagern usw.), 9 # 

das Trägheitsmoment des Rades, so lauten die Die Reel ns ai Radund 

Bewegungsgleichungen Schiene bei der Lokomotive, 
Mi=R—W, Im Falle des reinen Bollens 

[6 & liefert die auftretende Haft- 
99=-M—R:r. reibung den Antrieb des Zuges 


Die Haftreibung R ist a priori nicht bestimmbar, 
läßt sich aber aus den vorstehenden Gleichungen wie folgt ermitteln. Man elimi- 
niere zunächst R aus den mit (7) gleichbedeutenden Gleichungen 


5 Mi=R—W, 
(8) Mai=P—R. 


Hier ist P die dem Momente M entspreohende Umfangakraft und Ma, wie in 
(11.8), die dem Trägheitsmoment @ entsprechende redusierte Masse: 


M=Pr,9=- Mar. 
Man erhält aus (8) 
(9) M+Mai=P—W 
und wegen der ersten Gl. (8) 


M MP+MaW 
a0) dl A 2 dal ie Dee 


Formel (9) wäre auch direkt nach D’ALEMBERT hinzuschreiben gewesen. Die 
erste Gl. (8) enthält den quantitativen Beweis unserer Behauptung, daß die trei- 
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bende Kraft des Eisenbahnbetriebes die Haftreibung R ist. Sie ergibt nämlich 
für gleichförmige Bewegung 
RE=W. 


Die vom Dampfdruck betätigte Umfangskraft ? ist nur dazu da, wie die zweite 
al. (8) zeigt, die Haftreibung an der Schiene wschzurufen. 

Man nennt die gewöhnlichen Schienen-Bahnen (im Gegensatz zu den Zahnrad- 
Bahnen) Adhäsions-Bahnen. Der Name besagt, daß es das Haften an den Schie- 
nen, also die Haftreibung ist, die hierbei die erste Rolle spielt. Ein Merkmal dafür 
ist auch die dauernd gesteigerte Schwere der Lokomotiven bei gesteigerter Be- 
lastung oder Geschwindigkeit der Züge. Dieser Umstand weist direkt auf das 
Couromssche Reibungsgesstz, Gl. (1), hin, nach dem die Grenze der verfügbaren 
Haftreibung dem Normaldruck N proportional ist. Die bekannte Tatsache, daß 
die Adhäsion versagt und die Räder an den Schienen zu gleiten beginnen bei zu 
glatten (vereisten oder z. B. durch Wanderraupen gesohmierten) Schienen, weist 
auf den anderen Faktor /, in Gl. (1), der, wie hervorgehoben, von der Oberflächen- 
beschaffenheit der Schienen abhängt. Der Vergrößerung dieses Faktors dient, als 
Gegenmaßnahme gegen zu glatte Sohienen, der Sandstreuer. 


Drittes Kapitel 
Schwingungsprobleme 


Die folgenden Erörterungen werden uns nichts Neues über die Prinzipien der 
Mechanik lehren. Die große Bedeutung der Sohwingungsvorgänge für Physik 
und Technik fordert aber zu ihrer gesonderten systematischen Behandlung auf. 


$ 15. Das mathematische Peulel - 


Der sohwingende Körper ist ein Massenpunkt m, der durch eine masselose starre 
Stange, die Pendellänge I, an einen festen Punkt O angeheftet ist. Die Bahnkurve 
ist also ein Stliok eines Kreises, Da wir von der Reibung im Aufhängepunkt und 
vom Luftwiderstand absehen können, bleibt als einzige wirkende Kraft die 
Schwere, mit der Komponente — my sing in Richtung der wachsenden p 
(vgl. Fig. 24). Nach der allgemeinen GJ. (11.14) für die Führung auf beliebiger 
Bahn und v = 19 (Kreisbahn) erhalten wir als (exakte) Pendelgleichung 


) mit - —mgeing- 
Für hinreichend kleine Schwingungen p &1 können wir setzen sing=p. 


Dann entsteht mit der Abkürzung 


g 


418.6 Das mathematische Pendel 17 
die lineare Pendelgleichung 

d 
®) Y+ap=0. 


Dies ist die Differentialgleichung der „harmonischen Schwingungen“, wie wir sie 
in $3 unter 4. behandelt haben. Sie stimmt (bis auf die Bezeichnung der abhän- 
gigen Variablen) überein mit Gl. (3.23). Die in (3. 22) definierte „Kreisfregnenz“ 
o ist jetzt durch die vorstehende CH. (2) gegeben. Es gilt daher 


_2= _1/s Nr yE 
(4) e=T T r=2n .' 


Von der Masse m ist r nnabhängig. Sie hat sich schon bei (1) herausgehoben. 
Verschieden schwere Massen haben bei gleicher Pendellänge ! dieselbe Schwin- 
gungsdauer. r ist die volle Schwingungsdauer eines 
Pendels, die Daner von Hin- und Hergang. Oft 
bezeichnet man auch die Hälfte dieser Zeit als 
Schwingungsdauer. So spricht man von „Sekunden- 
pendel“, wenn r/2 gleich einer Sekunde ist. Seine 
Pendellänge berechnet sich nach (4) zu 


-ir 1 Meter, 


Soweit GH. (3) gilt, ist die Schwingungsdauer auch 
von der Größe des Ausschlages unabhängig. Die 
kleinen Pendelschwingungen verhalten sich isochron. 

Die allgemeine Lösung von (3) wird dargestellt 


Fig. 4 
Mathematisches Pendel. 
Schwerewirkung in der 
durch Behnrichtung 

g=asinwi+bconwi. 


Verlangen wir, daß 9 = 0 für 1=0 und =a für = sei, so wird 5 = 0 und 
“=, also 

(8) 9=casinwf. 

& bedeutet dann die Amplitude von 9, den mazimslen Ausschlag in Winkel. 
einheiten. 

Bei endlichem Ausschlag hört die Isochronie auf, wegen Nichtlinsarität der 
dann gültigen Gl. (1). Um sie zu integrieren, multiplizieren wir (1) mit dpfdt, 
was dem Übergang von der Bewegungsgleichung zur Energiegleichung entspricht. 
Wir erhalten durch Integration 


(6) (Ej=2ornp+0. 


© bestimmt sich daraus, daß SF = 0 für 9 — a wird, also 
=—2wtcosa. 
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Die direkte Anwendung des Energiesatzes würde liefern (wegen. der Bedeutung 
von H [in Fig. 24]): 

m _ [dp\® A=1(1 — 0089) 
(68) tm ER 
. was ersichtlich mit (6) übereinstimmt. 

Wir beachten jetzt 
008 P — 008& = 2(in5 — ein?) 

und schließen aus (6) 


=odt, 


Wir sind so auf ein „elliptisches Integral erster Gattung“ gekommen. Um 
diesen Namen zu erklären, müssen wir im Vorübergehen von der „Rektifikation“ 
der Ellipsenbögen (d. h. ihrer Längenmessung) reden. Wir benutzen als Gleichung 
der Ellipee die Parameter-Derstellung 


z=asinv, 


y=mbcosv 
und berechnen deraufhin: 


det = dz® + dy® = (at 00a? u + Bin? y) de®, 


ds=YRa— (a—bhaintydv. 


MB + < l,wenna>b), 


erhalten wir als Länge des Ellipsenbogens zwischen dem Endpunkt der kleinen 
Achse u = 0 und einem beliebigen Punkt v der Ellipse 


(8) s=-a/N -Painioa. 
v 
Dies ist ein „elliptisches Integral zweiter Gattung“. 


Das in funktionentheoretischer Hinsicht einfachere ‚Integral erster Gattung“ 
lautet, in derselben ‚LEGENDR&schen Normalform‘“ geschrieben: 


Indem wir setzen 


f ds 
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Auf diese Form bringen wir unser Integral (8) durch die Transformation: 


(10) sin“ = sin 


Die Bedeutung des „Modul“ & ist hier 
(11) k=sina/2. 
Uın die Schwingungsdauer 7 zu berechnen, haben wir in (8) zu setzen 


t= Zundp=a, also nach (10) v=2. 


Dadurch entsteht das „vollständige Integral erster Gattung‘, das man nit K 
begeichnet: 


a2 
de 
in * | Vie ' 


Man erhält also aus (8) mit der Bedeutung von w aus (2) 


as) s=a)Ix. 


Aus (12) liest man unmittelbar ab 
K=75 für k> 0, d. h. nach (11) für hinreichend kleine Amplituden 6, 
X =oo für k— 1, d.h. nach (11) für« =, Ausschlag bis in die aufrechte Lage. 

Iın ersten Falle erhalten wir, wie es sein muß, unsere frühere Formel (4) wieder. 
Iın letzteren Falle ist die Abweichung von dieser Formel extreın. 

Allgeınein findet man durch binoinische Entwicklung und gliedweise Integra- 
tion von (12) e Fur e"\ 
K-al14l+ 4). 
Dem entspricht als allgeineine Darstellung von r: 


T a ae 
(14) T=27 rent at), 
«wodurch die Abweichung von Isochronismus bei endlichen Ausschlägen « quanti- 
tativ festgelegt ist. 


Die astronomischen Uhren haben einfach gebaute Pendel mit «< 1!/,‘. Für 
sie errechnet sich das erste Korrektionsglied in der Klammer von (14) zu etwa 
1/20000. 
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8 16. Das physikalische Pendel 

Dieses Problem ist von dem schon in $ 11 unter I. behandelten Problem der 
Drehung eines starren Körpers um eine feste Achse nur dadurch verschieden, daß 
jetzt die äußeren Kräfte speziell als Schwerkraft gedacht sind. Sei s der Abstand 
des Schwerpunktes $ von der festen Achse (Schwerpunkt hier im eigentlichen 
Sinne gemeint, als „Schwere-Mittelpunkt‘‘, während man sonst mit demselben 
Wort meist den ‚Trägheits-Mittelpunkt‘“ bezeichnet); sei ferner 9 der Winkel, 
den die Achse OS mit der Vertikalen bildet. Dann ergibt sich als Gesamtmoment M 
der in den einzelnen Massenelementen dm angreifenden Schwerkräfte, mit m 
als Gesamtmasse, offenbar: 


a) M=—mgesing, 
und die Bewegungsgleichung lautet wegen (11.4): 
(2) 95 =—mgssinp. 


Der Vergleich mit der Bewegungsgleichung (15.1) des mathematischen Pendels 
liefert als Zänge I des korrespondierenden mathematischen Pendels, d. h. des mathe- 
matischen Pendels von gleicher Schwingungsdauer: 


o 
(3) I=—. 
Wir wollen © ersetzen durch den „Trägheitsarm” a, den wir definieren durch 
(4) 9=m:e&. 


Der Trägheitsarın bedeutet also diejenige Entfernung vom Aufhängepunkte O 
des Pendels, in der wir die Gesamtmasse m konzentrieren müssen, um das Träg- 
heitsmoment & der wirklichen Massenverteilung 
zu bekommen. Man beachte dabei folgende Gegen- 
überstellung: Bei der in (11. 8) eingeführten ‚‚redu- 
zierten Masse‘ gibt man den Abstand r vor, in dem 
die gesuchte Masse M,., angebracht werden soll; 
a dagegen gibt man bei unserer jetzigen Definition 
des „‚Trägheitsarmes“ in Gl. (4) die Masse m vor 
Ss und fragt nach dem Abstandea, in dem jene ı ANZU- 
bringen ist. 
Der Vergleich von (3) und (4) seigt, daß a das geo- 
metrische Mittel aus s und } ist: 
(8) a=l.s. 
Ferner wollen wir die korrespondierende Pendel- 
Veen 0, länge! von O aus auf der Pendelachse OS auftragen. 
Schwerpunkt 3 und Der so erhaltene Punkt P heißt Schwingungsmillel- 
Schwingungmmittelpunkt P_ punkt (Huvanıs). Die gegenseitige Lage von O, 8 
beim physikalischen Pendel. und P und damit zugleich die verhältuismäßige 
Berge Lage von s, a und } zeigt Fig. 25. 
Pendellängs } und Schwer- Wir behaupten nun, daß die Rolle von O und P 
punktsabstand s vertauschbar sei. Bisher war O der Aufhängepunkt, 
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P der Sohwingungsmittelpunkt. Jetzt wollen wir P zum Aufhängepunkt machen 
und zeigen, daß dann 0 zum Schwingungsmittelpunkt wird. Dies ist die Idee 

Das folgende Sohema stellt unsere bisherigen Bezeichnungen übersichtlich 
zusammen und ergänzt sie zum Zwecke des Folgenden: 


Aufhänge- | Schwingunge Koszaried Trägheite- , Trägheits. | Schwer- 
punkt er moment | arm uren 
o P 1 [:) N @ s 
P o' | Ip [7 | ap ins 


Unsere Behauptung ist 

,=!, a0 =0,. 
“ Zum Beweise berechnen wir /» nach den entsprechend umgeachriebenen Gin. (3) 
und (4): 

% ab 

(6) I, = Yet = I-: . 
Es ist ader nach GI. (10) des Nachtrags 
(68) =); 
also wird das letzte Glied von (6) in der Tat gleich }. 

Das Pendel ist ein Apparat zur Bestimmung der Sohwerebeschleunigung g an 
verschiedenen Punkten der Erdoberfläche bzw. des Erdinneren. Da wir praktisch 
kein mathematisches Pendel zur Verfügung haben und da beim physikalischen 
Pendel die rechnerische Bestimmung von ® unmöglich ist (nicht nur wegen der 
komplizierten Gestalt, sondern auch wegen möglicher Tuhamogenität der Dichte), 
ist man auf die experimentelle Bestimmung der korrespondierenden Pendellänge 
nach der Methode des Reversionspendels angewiesen. Man denke sich in Fig. 25 
nicht nur bei O eine (nach vorn aus der Zeichenebene herausstehende) Schneide, 
sondern eine ebensolche auch bei P angeordnet (Schärfe nach oben), letztere 
mikrometrisch verstellbar. Da man die Schwingungen über eine längere Zeit außer- 
ordentlich genau zählen kann, läßt sich die Gleichheit oder Ungleichheit der Schwin- 
gungen beim Pendeln um O oder P aufs genaueste nachweisen und nötigenfalls 
durch die Mikrometerschraube karrigieren. 

Der Satz vom Reversionspendel ist ein erstes Beispiel für sehr allgemeine Resi- 
prozitätebeziehungen, die auf allen Gebieten der Physik gelten, z.B. als Ver- 
“ tauschbarkeit von Quellpunkt und Aufpunkt in der Äkustik und Elektrodynamik. 


Nachtrag: Ein Satz über das Trägheitamoment 
Es handelt sich um den Satz von Sremer: Das Trögheitsmoment eines Körpers 
um eine Achse durch den beliebigen Punkt O ist gleich seinem Trägheitsmoment 
um die parallele Achse durch den Schwerpunkt 8, vermehrt um m et, wo a = Ab- 
stand O8 ist. 
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Ist ydie fragliohe Achsenrichtung und z die Richtung von O nach 8, so wird für 
irgendein Massenelement dm 
rar, 


Hierbei war z von O ausgezählt. Zählt man aber z von 9 aus und ist wie in Fig. 25 
08 = s, so wird 
Aether. 
Daraus folgt nach Summation über alle dm 
(7) 9=9,+2s/dmz+ms. 


Das mittlere Glied verschwindet, vgl. z.B.Gl. (13.3b), wenn die Ebene x = 0 
durch den Schwerpunkt geht. Also ist 


(8) 9-9, +me, 


wie der vorangestellte Satz behauptet. 
Mit Rücksicht auf Fig, 25 gilt entsprechend 


(88) H=9+mi—s®. 


Aus (8) und (8a) folgt 
—9=mR—2mis. 


Wegen (4) können wir dafür sohreiben 


( 2—a=R—21s. 
und wegen (5) 
(10) a=R—ls=ll—s). 


Diese Gleichung haben wir oben in (68) vorweggenommen. 
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Dieses ist von CHRISTIAN HUYGEN3!) ersonnen, dem genialsten Uhrmacher aller 
Zeiten. Es bezweckt, den mangelnden Isochronismus des gewöhnlichen mathe- 
matischen Pendels zu beseitigen, dadurch, daß der Massenpunkt nicht auf einem 
Kreis-, sondern auf einem Zykloidenbogen geführt wird. Wie dies praktisch 
realisiert werden kann, werden wir später sehen. 

Die Parameterdarstellung der gemeinen Zykloide lautet 
o z=a(P— sing), 

y=a(l—009). 
Der Parameter 5 9 bedeutet den Winkel, um den sich das auf der horizontalen 
z-Achse rollende Rad, Radius a, von seiner Anfangslage aus gedreht hat, Der die 
Zykloide aufschreibende Punkt Hegt bei der geineinen Zykloide auf dem Umfange 
des Raden. 


1) Horologium Oseillstorium, Paris 1673. Ges Werke, Bd. 18, Haag 1934. 
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Für unser Pendel brauchen wir aber eine Zykloide, die ihre Spitzen nicht nach 
unten, sondern nach oben kehrt (vgl. Fig. 27 auf 8.84) und die durch Abrollen 
unseres Rades an der Unterseite der z-Achss entsteht. Ihr zist wie in (1) gegeben, 
während ihr y erhalten wird, wenn wir das y in (1) von 2« abziehen: 
=& (p — sin 0) ’ 
y=a(l-+cosp). 

Die Komponente der Schwere mg nach der Tangente der Führungskurve (in 
unserem Falle der Zykloide) ist 


F,=—mg cos (y,s) mE. 


(2) 


Die allgemeine GI. (11. 14) ergibt daher 
(8) muy=—myg Er F 


wobei also wie beim Kreispendel die Masse m sich beiderseits forthebt. Nun folgt 
durch Differentistion von (2) 
de =a(l—o0sp)dp, 
dy=—asinpdp. 


det = a8 (2 — 2 0089) dp}, Fig. 26 
9 Erzeugung der gemeinen Zykloide 
de =2asinzdp. durch Abrollen eines Radee. 
Definition des Rollwinkela 9 
Daher ist in unserem Falle 
de i d 
(4) vlt -20ing = —10500f 
und 
dy 1 einp F 
( Friseur X" Y7 Bessuhaait Ba 
Setzen wir (4) und (5) in (3) ein, so haben wir 
[2 9 
(6) ZFag=— 7,0%. 


Diese Gleichung unterscheidet sich von der Gl. (15. 8) des mathematischen Pendels 
nur dadurch, das jetzt die abhängige Variable nicht 9, sondern 00% heißt. Für 
die Integration macht dies natürlich keinen Unterschied. Daher gilt die frühere 
Gt. (15.4) ungeändert, nämlich 


(7) #22) mie I=40: 
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letzteres deshalb, weil je. in unserer jetzigen GI. (6) 4a an Stelle des früheren } 
steht. 

Während aber die frühere Gl. (16.3) nur die kleinen Sohwingungen des mathe- 
matischen Pendels beschrieb und nur durch Annäherung aus der genauen Gl. (15.1) 
gewonnen wurde, gilt unsere jetzige G. (6) und daher auch die daraus durch Inte- 
gration folgende Gl. (7) exakt für beliebige Ausschläge. Das Zykloldenpendel ist 
also in Strenge isochron, seine Schwingungsdauer hängt von der Größe des Ausschlags 
überhaupt nicht ab}). : 

In methodischer Hinsicht merken wir an, daß wir in (6) die Bewegung unseres 
Massenpunktea nicht durch seine rechtwinkligen Koordinaten oder durch eins 
an der Zykloide unmittelbar ersichtliche Abmessung dargestellt haben, sandern 
durch die Hälfte des Drehwinkels 9, der bei der Erzeugung der Zykloide eine Rolle 
spielt. Dieser der Zykleide nur mittelbar zugeordnete Parameter liefert, wie wir 
sehen, die einfachste Behandlung des Problems. Seine Einführung möge uns schon 
an dieser Stelle einen Vorgeschmack der allge- 
meinen LasRAngEschen Methode aus.Kapitel VI 
verschaffen, die uns in den Stand setzt, beliebige 
Parameter als unabhängige Variable in die Be- 
wegungsgleichungen einzuführen. 

Ebenso bewundernswürdig wie die Huyarns- 
sche Entdeckung des Isochronismus beim Zy- 

5 Fig. 27 kloidenpendel ist die Art und Weise, wie Huy- 
Das Huyasnsache Zykloiden- GEns die reibungslose Führung auf der Zykloide 
pendel zur Verwirklichung des yeslisiort hat nach dem Satze: „Die Evolute der 
Teeahryeigenne Zykloide ist wieder eine Zykloide, die der abge- 
wiokelten gleich ist.” Befestigt man also im 
Punkte O der Fig. 27, in dem die beiden dort geseiohneten oberen Zykloidenbögen 
aneinander stoßen, einen Faden von der Länge ! = 4a und zieht diesen straff, 
so daß er sich teilweise an die rechte (oder beim Aussoblag nach links an die 
linke) Zykloidenbacke anlegt, so beschreibt der Endpunkt P des Fadens den 
unteren Zykloidenbogen. Die so hergestellte Führung aufdem unteren Zykloiden- 
bogen ist annähernd ebenso reibungslos wie die Führung auf deın Kreisbogen 
beim einfachen mathematischen Pendel. 

Die Praxis der Pendeluhren hat allerdings den Huvaznsschen Gedanken ver- 
lassen; es genügt, am oberen Ende des Pendels eine Feder — eine gewöhnlich 
kurze elastische Lamelle — anzubringen, welche nach Untersuchungen von 
Bssseu u. a. bei geeigneter Wahl von Federlänge und Pendelmasse hinreioltenden 
Isochronismus bewirkt, 2 


0 


i) Die Zykloide wird deshalb als Tautochrone bezeichnst (die Schwingungen verlaufen 
auf ihr „mit sich selbst isochron“‘); aie heißt auch Brachystochrone (das Abgleiten einer 
Masse auf der Zykloide erfordert eine kürzere Zeit als auf der schiefen Ebene oder aufirgend- 
einer anderen Kurve von gleichem Anfangs- und Endpunkt). Letzteres Problem ist deshalb 
besonders bemerkenswert, weil an ihm die Anfänge der Varistionsrechnung entwickelt 
worden sind. 
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& 18. Das sphärisehe Pendel 

Die Aufhängung des Pendels sei solcher Art, daß der Massenpunkt m sich frei 
auf einer Kugefläche vom Radius ! (Pendellänge) bewegen kann. Er ist dann an 
die Bedingungsgleichung gebunden (der Faktor ist der Bequemlichkeit wegen 
hinzugefügt): 

ı 
0) =Z@+y+7—M=0. 

Mithin lauten die Lasraneeschen Gleichungen erster Art (12.9) {r, d.h. die 
Zahl der Bedingungsgleichungen, ist hier gleich 1; ferner it , = I, =0, 
,=—mg): R 

mi=Iız, 
(2) my=iy, 
mi =—mg+tAa. 

Die Elimination von A aus den ersten beiden Gleichungen (2) liefert nach Gl. 
(18.13) und (13. 13a) die Konstanz des Impulsmomentes um die z-Richtung, oder 
was dasselbe ist, die Erhaltung der Flächengeschwindigkeit 


de dj 
@ anno. 


Multiplizieren wir andererseite die Laoranazschen Gleichungen (2) der Reihe 
nach mit %, 4, 2, so müssen wir den Energiesatz erhalten, weil ja unsere Bedingung 
{1} von # unabhängig ist (vgl. 8. 60). Zunächst ergibt sich: 


(a) mat ytzd)=—mgiti@stygtz2). 
Es ist aber nach (1): 
Yerstyytzi=0. 

Andererseits gilt natürlich 

.. m Eee Id. . . 1 de 

Et ya He ge 
Also folgt aus (4) durch Integration nach #: 
(5) Fu=-mgz+ konst., 
wofür wir schreiben wollen: 
(Ba) "I+V/=WmtV =mg:,. 


Allgemeines zum Begriff der powntiellen Energie haben wir in Nr.3 von $6 
gebracht. 

Multiplizieren wir schließlich die Lagrangzechen Gleichungen der Reihe nach 
mit z, y, z, so berechnen wir A unter Benutzung von (1) zu: 


Aa—mgzemgityy+tazi); 


86. III. Schwingungsproblame 818.6 


2 


02 5 “ 
Da nun die Normale der Kugelfläche iım Punkt z, y, z die Richtungzkosinus 


7 ’ z, hat, a0 bedeutet das zweite Glied rechts bis auf das Vorzeichen den Träg- 
heitswiderstand $ normal zur Kugelfläche, das erate Glied rechts, ebenfalls bis 
auf das Vorzeichen, die Schwerekoinponentefy, in derselben Richtung. Die Summe 
beider ınuß nach D’ALEMBERT durch die Reaktion ft, an der Kugelfläche (phy- 
sikalisch ‚gesprochen durch die Spannung des Pendelfadens) ins Gleichgewicht 
gesetzt werden. Der Sinn von Gl. (6) kann also kurz in der folgenden Formel 
zusamınengefaßt werden: 
Mm Mt) 
Wir sehen daraus: A bedeutet, bis auf den Faktor /, den Zwang, der durch die Be- 
dingung (1) in normaler Richtung auf die Bewegung ausgeübt wird. Entsprechen- 
des gilt auch in allgeıneineren Fällen, wo ınehrere Bedingungen und daher auch 
ınehrere Laurangesche Multiplikatoren auftreten. 
Uın die Integration weiterzuführen, benutzen wir 

Kugelkoordinaten: 

x =1008psin®d, 

y-isinpsin®, 

z=1cosd 
und bilden: 


= =1008p 00 8: d— leinpsin dp, 
y=1sinpcoos d- P-+loospsin d-9, 
z=—Isind-9d. 


Pig. 28, Sphärisches Pendel, 

behandelt als Massenpunktm, . Der Flächensatz (3) wird dann: 

der sich auf einer Kugel Se Fr 

Redius } unter dem Einfl: essen de 
Bee Bchwers kewsgt 8) 2y=ı)-yi=Paind.9=L. 


Der Energiesatz (58) schreibt sich: 


(9) PR de + sind.) + mglond=M. 
Mit der Abkürzung 
ö 1 du 

vw=008#, RT I-u u 

erhalten wir aus (8) 
5 [7] 

(10) u Teer} 
und aus (9) 


du 


an (&)- Tin) = ZH (W—mglu) a-m—%. 
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Aus dieser Beziehung zwischen t und u läßt sich # als Funktion von u berechnen: 
des 

(12) [Fr 


Auch G1. (10) läßt aich jetzt in integrierter Form schreiben: Da nach (10) und (11) 
güt 


g_ , a 0 1 
ara mi 
erhält man 
[6 du 1 
13) e-+ [a 


U ist eine Funktion dritten Grades von % == 008 9. Nur wenn U > 0, ist YÜ 
reell. Wenn die Konstanten der Gleichung einem wirklichen physikalischen 
Probiem entaprechen sollen, so muB es in dem Intervall 


—_-1<u<+tl 


zwei Werte u =u,< u = 4, geben, zwischen denen U positiv ist {e. Fig. 29). 
%,=008 0; und %,= 005 d, sind zwei Breitenkreise, zwischen denen der 
Massenpunkt hin- und herpendelt. Wenn die Integration in (12) oder (13) an eine 
dieser Grenzen gelangt, muß sie zugleich mit dem Vorzeichen von YO unkeliren, 
um im Reellen und Positiven zu bleiben. Zwischen zwei sufeinander folgenden 
Umkehrstellen vergeht je ein Viertel der vollen Schwingungsdauer r: 


% 
T du 
(14) q= f et 
‚w 
Die Schwingung ist aber jetzt keine räumlich periodische wie beim ebenen Pendel, 


sondern mit einer langsamen Präzession behaftet. Der „Präzessionswinkel‘ Ap 
während einer vollen Sohwingungsdauer 7 berechnet sich aus (13) zu 


4 
40 das 
ee a Herr ge 


Vgl. hierzu Fig. 30, die aus A. G. WEBSTER, Dynamics of Particles, Teubner 1912, 
8. 51, entlehnt ist. 

Unser Integral (12) ist ebenso wie das Integral (15.8) beim mathematischen 
Pendel ein „elliptisches Integral erster Gattung“. Allgemein nennt man ja so 
alle diejenigen Integrale, die eine Quadratwurzel aus einem Ausdruck dritten oder 
vierten Orades der Integrationsvariablen unter dem Integralzeichen im Nenner 
enthalten. Des ist auch bei (15.8) der Fall, wenn man dort die Integrations- 


variable u = sin % benutzt, wodurch (15. 8) mit a = sin übergeht in 


dus 
f Ve) (1-9) 
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Im besonderen ist unsere Darstellung (14) für r ebenso wie (15.12) ein „vollstän- 
diges Integral erster Gattung“. Dagegen heißt unser Integral (13), welches im 
Nenner außer YÜ noch die beiden Faktoren (1 + u) enthält, ein „elliptisches Inte- 
gral dritter Gattung‘', (16) ist ein „vollständiges Integral dritter Gattung“. 

Übungsaufgebe III. 1 zeigt, daß bei unendlich kleiner sphärischer Pendelung 
die Darstellung elementar wird und der Präressionswinkel Ap — 0 geht. 


Fig. 29. Die Kurve dritten ‚Grades Ulu) Fig. 30. Aufsicht auf die Bahn dee aphAri- 
und ihre Sohnittpunkte u'= u, und u= % schen Pendela. Sie läßt den Präzessions- 
mit der Abzissenachee. ve < 1, < 0 winkel Ag erkennen. Der Übergang von ®, 
bedeutet, daß die Bahnkurve auf der über 9, nach #, entspricht der halben, 
unteren Hemisphäre verläuft d4ealso der vollen Pendelung 


8 19. Verschiedene Schwingungstypen. 
Freie und erzwungene, gedämpfte und ungedämpfte Schwingungen 
Die freien, ungedämpften Schwingungen haben wir in $ 3 unter Nr. 4 behandelt; 
wir nannten aie dort „harmonische Schwingungen‘. Jetzt betrachten wir zunächst 
die 
erzwungenen ungedämpften Schwingungen. 
Ihre Differentialgleichung schreiben wir 
a) m&+kz=osinwti. 
= pi ist die Kreisfrequenz der erzwingenden Kraft. 
Wär setzen also die Differentialgleichung als Jinsar in der abhängigen Variablen 
x an, was jedenfalls (vgl. das mathematische Pendel) bei „kleinen“ Bohwingungen 
erlaubt ist. Dieselbe Bemerkung gilt auch für die weiteren Beispiele in diesem 


und den folgenden Paragraphen. 
Die rioktreibende Kraft ist wie in (3. 19) durch — k z gegeben; o bedeutet in (1) 
die Amplitude der antreibenden, die Schwingung erzwingenden Kraft. 
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Gl. (1) iet, wegen des Hinzutretens der rechten Seite, eine inhomogene lineare 
Differentialgleichung. Die linke Seite, gleich Null gesetzt, liefert, wie schon bei 
G1. (8.23) bemerkt, die zugehörige homogene Differentialgleichung. 

Ein partikuläres Integral dar inhomogenen Differentialgleichung ist 

z=(Üsinot, 
wenn ( der Gleichung genügt: 
C(k—mal)=c. 


Setzen wir nach dem Vorbilde von (3. 20) 


k 
(2) = yE ’ 
so haben wir 
c/m 


® Oma 


Das allgemeine Integral von (1) baut sich aus diesem partikulären und dem 
allgemeinen Integral der zugehörigen homogenen Gleichung auf: 


(4) z=ÜCsinwt+4Acoam,t-+ Beinwt. 


Die Amplitude © des ersten Gliedes wächst mit wachsendem ® an, bis sie für 
w =, unendlich groß wird; darauf schlägt sie ins negativ Unendliche um und 
nimmt dann langsam gegen 0 ab für »— oo. 

Das Negativwerden ist aber nicht der Amplitude zur Last zu legen, die viel- 
mehr ihrer Natur nach positiv ist. Wir definieren also die Amplitude weiterhin 
durch |C| und ziehen den auftreten- 
den Vorzeichenwechsel unter den 
Sinus, wo er als Phasenunterschied 
= + auftritt. a 

In den Figuren 31 a,b zeichnen wir 
dementsprechend |O]und d als Funk- 
tionen von © auf. 

In Fig.31b läßtes sich nicht ent- # 
scheiden, ob die Phase für » > @% 
vorauseilt oder hinterherläuft, d.h. 
ob wirö= + oder —r wählen Fig.31. Amplitude und Phase der erswungenen 
sollen. Indem wir aber die unge- ungedämpften Schwingung 
dämpften Schwingungen als Grenz- 
fall der gedämpften (s. u.) auffassen, wollen wir uns für —z entscheiden und das 
erste@lied von (4) spezieller schreiben: 


(de) (» > we} eat. 


Das Unendliohwerden der Amplitude für & = w, veranschaulicht das Phäno- 
men der Resonanz zwischen freier und erzwungener Schwingung, das in der ge- 
samten Physik eine bedeutende Rolle spielt. Der in (3) und (4a) auftretende 
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Nenner, dessen Verschwinden dies Unendlichwerden bewirkt, heißt Resonanz- 
nenner. Wir können uns vorstellen, daß das schwingende System um so williger 
der äußeren Kraft folgt, je näher seine Eigenperiode der Periode dieser Kraft lisgt. 

Übrigens bemerke man, daß der Sohluß auf unendlich große Amplituden eine 
arge Extrapolation ist, angesichts der Tatsache, daß unsere lineare Sohwingungs- 
gleichung fast immer nur für unendlich kleine Schwingungen richtig ist. 

Bisher heben wir uns nur mit dem ersten Gliede der rechten Seite von GI. (4) 
befaßt. Die beiden folgenden Glieder bestimmen sich, wenn wir nunmehr An- 
fangebedingungen vorschreiben. Als solche wählen wir etwa 


t=0: ze(, 7=0. 
Aus (4) folgt dann 
A=0, oC+mB=0, ao B=— 0. 
Daher 
(5) = 0 (mar Zunmyı). 


Wir wollen uns den Inhalt dieser 
Gleichung insbesondere veranschaulichen 
bei angenäherter Resonanz der beiden 
Perioden w und o,. 
Wir setzen: 
o.= 0, + dm 
und entwickeln 


do , 
sinn t— sin t = einayt + t: Zw conmy F—ain a Zain met. 


Dann ergibt (8) 


ı 
£ 2 = 0. Au(to000, 1 — inet) 


und nach (3) im Limes 4o = 0 
(6) 2 = g,,° inmst—mstconmn). 


Dieser in Fig. 32 dargestellte Schwingungstypus ist nicht mehr periodisch wie 
bei den freisn Schwingungen, was sich in der Formel dadurch kundtut, daß i als 
säkulares Glied (d. h. nicht nur unter einer trigonometrischen Funktion) auftritt, 
Für t->co nähert sich die Amplitude dein in Fig. 31 dargestellten Werte 
|E| = wo bei o = o,. 


Freie gedämpfte Schwingungen 
Sie gehorchen der Differentialgleichung 


M m +kr=— wi. 
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Das hier reohts hinzutretende Reibungsglied, das der Geschwindigkeit propor- 
tional angesetzt iet, läßt sich aus der Hydrodynamik der langsamen (laminaren) 
Strömungen (z. B. Luftreibung) begründen. 

Gl. (7) iet eine homogene lineare Differentialgleichung, Setzen wir wie vorher 


(78) Zul, @, = ungedämpfte Eigenfrequenz 
und etwa 
w 
(Tb) m=m20 0e>bd, 
so nimmt sie die Form an 
(8) zZ+2or+tolz=0. 


Hier bewährt nun die bei @l. (3. 23) beschriebene Methode ihre volle Kraft. 
Wir estzen wie dort 
BB z=0e! 
und erhalten durch Einsetzen in (8) die Bestimmungsgleichung für } 
A+20i+m=0 
mit den beiden Wurzeln 


A=—et/-a+e@= a 


Der Ansatz (8a) verallgemeinert sich daraufhin zu 


(8b) = CO eht 4 O,eht, 
Wir unterscheiden die beiden Fälle 
l.e<ay, 2.0>m- 


Der erste Fall iet der in den Anwendungen gewöhnlich vorliegende Fall. Man 
spricht dann von einer periodisch abklingenden Schwingung. Der zweite Fall ist 
der der „aperiodischen Dämpfung“. Beidemal wollen wir die Bewegung dahin 
spezialisieren, daß x = 0 für t = 0 sein soll, was nach (8b) auf 0, = — 0, führt. 
l.o<mm. = til 
no=2 G%.sinyat— ort : 
Die Schwingungsdauer 
2r 
EB 
Ye 
ist bei kleinen g nur wenig van der der ungedämpften Schwingung verschieden. 
e® ist der Dämpfungafaktor, o 7 das logarithmische Dekrement. 
2.0>@,. A,und A, sind reell und es wird 
2= 20,6" .sinhY@—at. 
Das Zeichen „sinh‘‘ bedeutet den hyperbolischen Sinus, 
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Wir kommen schließlich zu den die bisherigen Fälle einschließenden 
erzwungenen gedämpflen Schwingungen. 
Ihre Differentislgleichung schreiben wir 
mi+wzs+tkr=csinwt 
oder auch mit den in (7a, b) erklärten Abkürzungen 
© 


(9 z+ 20% +0: = (e!—e-iel), 


2mi 


Fig. 83. Amplitude und Phase bei der erzwungenen gedämpften Schwingung 


Zu dem allgemeinen Integral (8b) der homogenen Gleichung tritt jetzt ein parti- 
kuläres Integral hinzt, das wir in der Form schreiben wollen: 


= le] sin (o& + 6) Ru (eat _ e-Hat+9) 5 
Einsetzen in (9) und Vergleich der Faktoren von e*'*' links und rechts liefert 
lo ot +2iow+ ale? = 


[7 

m 

o-e—2iga +" = 

Durch Multiplikation bzw. Division dieser beiden Beziehungen folgt 
c\! 1 

Ion (rer 


su _ A —w!—2iee 
aa F2igon’ 


L.) Sympathische Pendel 93 


also 
© 1 

= en Terzarrien 
1 old 2 

al) nö-T u 


s. hierzu Fig. 33, die mit Fig. 315; b zu vergleichen ist. 

Fig.33 seigt, daß unser früher unendliches Resonanzmaxzimum durch die 
Dämpfung auf einen endlichen Wert herabgedrückt wird (wobei übrigens der 
Maximalwert jetzt nicht genau an der Stelle » = w,, sondern bei einem etwas 
kleineren w liegt, Übungsaufgabe III. 2). 

Gleichzeitig veranschaulicht sie, daß d bei waohsendem m von dem Wert 0 
bei & = 0 nach negativen Werten geht, für & = w, genau gleich — 2 wird und 
‚sich für @ > 00 dem Werte —ı nähert. Die früher willkürliche Wahl zwischen 
+x bei Fig. 31 ist damit auch im reibungsfreien Falle gerechtfertigt. Es handelt 
sich also in der Tat stets um ein Zurückbleiben der Phase hinter derjenigen der 
anregenden Kraft, Weitere Beispiele von erzwungenen Schwingungen in den 
Übungsaufgaben III. 3 und III. 4. 


& 20.- Sympathische Pendel 


Die bisher betrachteten Sohwingungstypen betrafen einen Massenpunkt. 
Wir behandeln jetzt Schwingungstypen von zwei schwingungsfähigen Massen, 
die miteinander gekoppelt sind. Sie spielen seit Jahren bei den elektrischen Meß- 
snordnungen eine wichtige Rolle. Man spricht dort von einem primären und einem 
sekundären, mit jenem meist „induktiv‘ gekoppelten Kreise. Der primäre 
Kreis wird angeregt, der sekundäre schwingt mit, besonderz stark dann, wenn 
Resonanz vorliegt. In der Tat besteht die BrauNsche Schaltung bei der drahtlosen 
Telegraphie aus einem primären und einem darauf abgestimmten sekundären 
Kreise. Wir beschäftigen uns hier natürlich nur mit gekoppelten mechanischen 
Schwingungen, die vielfach als Modelle für die elektrischen Schwingungen heran- 
gezogen worden sind. 

Ein besonders instruktives Beispiel liefern die „sympathischen Pendel“, Im 
Resonanzfalle sind dies zwei gleich lange und auch gleich schwere Pendel: Wir 
denken sie uns am einfachsten in derselben Ebene schwingend; ihre Koppelung 
sei etwa durch eine Spiralfeder bewirkt, wie sie in Fig. 35 angedeutet ist. Wenn 
die Feder bei den gegenseitigen Bewegungen der Pendel nur schwach gespannt 
wird, sprechen wir von loser, bei stärkerer Spannung von fester Koppelung. Bei 
unseren sympathischen Pendeln soll die Koppelung lose sem. Wenn die Pendel 
nicht genau gleich lang oder nicht genau gleich schwer sind, sagen wir, daß sie 
verstimmt sind. 

Wir beschreiben zunächst die Erscheinungen, die man im Resonanzfalle beob- 
achtet. 
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Das erste Pendel werde angeregt, das zweite sei anfänglich in Ruhe. Es ergibt 
sich folgendes Schwingungsbild: ; 


Pig. 34. Sympathische Pendel im Resonanzfall 


Jedes der beiden Pendel führt eine Ichwebung aus. Die Energie wechselt von 
dem einen zu dem anderen Pendel hinüber. Wenn das eine Pendel sich im Maxi- 
mum des Schwingens befindet, ist das andere Pendel in Ruhe. 

Werden dagegen beide Pendel gleich stark im gleichen Sinne (Fig. 35 links) 
oder im entgegengesetzten Sinne (Fig. 35 rechts) angeregt, so findet kein Schweben 
der Energie statt. Diese beiden Schwingungen heißen Fundamental. oder Haupt- 
oder Higenschwingungen unseres gekoppelten Systems von zwei Freiheitsgraden. 
Allgemein gilt der Satz: 

Ein schwingungsfähiges System von Freiheitsgraden hat » Fundamental- 
schwingungen. 

Sind die Pendel dagegen verstimmt, so findet zwar such Energieaustausch statt, 
doch derart, daß das angeregte Pendel ein von Null verschiedenes Minimum hat. 
Nur das ursprünglich ruhende Pendel 
kommt im Verlauf der Bewegung wieder 
zur Ruhe. Die Sympathie der Pendel ist 

durch die Verstimmung gestört. 
Wir skizzieren zunächst die Theorie bei 
vollkommener Resonanz unter möglichst 
Fig. 35. Die beiden einfachen Annahmen (Vernechlässigung 
Fundamentalsohwingungen der der Dämpfung, Vernachlässigung des Un- 
sympethischen Pendel im Resonsnzfall terschiedes zwischen der Kreisbahn und 
ihrer Tangente im tiefsten Punkt, was bei 
hinreichend kleinen Schwingungen zulässig ist). x, sei die Ausschwingung von 
Pendel I, x, die von Pendel II. Ist % der „Koppelungskoeffizient“, d, h. die durch 
die Masse dividierte Federspannung bei der Verlängerung 1, so lauten die simul- 

tanen Differentialgleichungen des Problems: 


i Aroan=— km): 


1 RN 
m) utam=— km —2). 


Durch Einführung von 
(2) Auen bJentn 


820.10 Sympathische Pendel 95 


erhalten wir aus (1) durch Subtraktion bzw. Addition die beiden Gleichungen der 
Fundamentalschwingungen: 
) Atraa=—2bn ode h+wr2hm=0, 
A+m=0 
mit den Frequenzen 
beiz,: o=lahriknan+n, 
biz: =o,. 
Die Gin. (3) werden allgemein integriert durch: 
(6) 41=m0080:-+b,sinwt; 
2 =%0080 + bsinw’t. 
Für den Anregungszeitpunkt t = 0 sei: 


2) 


(6) Beu=0, 4=0, a4=0, 
also 
I) y=a=0, 1=n=0. 
Daraus folgt 
(8) b=b=0, „=,=0, sodaß 
a =0loaut, 2=Ücawt 
und 
5 rt 0007 tr 
(9) 
== (int in tr 


Nach (4) it = 35€ 1 bei loser Koppelung. Die ersten Faktoren auf 
der rechten Seite der Gin. (9) sind also langsam veränderlich mit der Zeit; dieser 
Uınstand begründet den Schwebungscharakter der in Fig. 34 dargestellten Schwin- 


gungsform. 
Nicht ganz so einfach ist die Theorie, wenn die beiden Pendel gegeneinander 


verstimmt sind, wenn also }, + I, oder bzw. und m, + m, ist, Wir setzen jetzt 
(ec = Federspannung bei der Verlängerung 1) 
ı_ I, su! Bu ne 
MELCHUTL a 
und haben an Stelle von (1) als Ausgangsgleiohungen 
aAtran=— han: 
„ram =—h(n—n): 
Auch hier gibt es zwei Fundamentalfrequenzen, die im Anschluß an das Ver- 
fahren in (3.24) folgendermaßen gewonnen werden [bei (1) konnten wir ein be- 
quemeres spezielles Verfahren anwenden, das im allgemeinen nicht zum Ziele 


(10) 
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führen würde]: Wir setzen 

(11) a=4Ad, = Belt 
und erhalten aus (10) 

a2) Ay—#+k)=hB, 


Boa +k)=lA. 
Die hieraus folgende ‚„‚Säkulargleichung‘“!) ist in A? quadratisch : 


as) ATUTE AO TEA 
Sie lautet nämlich: 
(14) R—- (+) Rt k)=hk. 
Daraus folgt näherungsweise bei kleinem k,, k;: 
++ 
(15) = uh 
Atkta—e i 


Bezeiohnen wir die so gefundenen Wurzeln der quadratischen Gleichung mit w? 
und w’* und erweitern wir den Ansatz (11) nach dem Vorbilde von (3.24b), so, 
erhalten wir beim Übergange zur reellen Schreibweise 
as =acawt+benwttacowi-+bsinwt, 
=yaoswi+ybsinwiryacowt+ybsinw'i. 
y und y’ bedeuten hier die speziellen Werte von B/A, die aus (13) entstehen, wenn 
man dort A? = o* bzw. = w’? setzt. 

Die Anregung sei für & = 0 wieder: 

=, u=0, u =0, 3-0. 


(16) 


Das Hefert: 
am yarya=0, yoab+yab’=0, 
ob+Wb=0, a+d=t. 
Also 
b=b =0 
m e Y 
ee Su rer 


Folglich nach (16) 


0) # (2 
Ars. W coawi—ycosw'l), 


(189) 
y= =, yy (vewiF— ooswh). 
Bei x, können wir die in (9) benutzte trigonometzische Umformung machen: 
_2yy . 0 — ® . ®'+® 
(19) a=,_,0un 3 ten .—t. 


1) Das Wort stammt aus der astronomischen Störungsrechnung. 
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Das zweite Pendel kommt also in den Zeitpunkten 
nd) 
2 
wieder zur Ruhe, nicht aber das erste Pendel, welches in den Zeitpunkten maxi- 
malen Ausschleges von x, [nach der ersten GI. (18) und Fig. 36] eine endliche 
Amplitude behält. Die Ennergieübertragung ist also, als Folge der Verstimmung, 
unvollkommen geworden. 


veann 


Fig. 36. Die Sohwingungskurve zweier etwas verstimmter sympathischer Pendel 


Für die elektrische Anwendung der vorstehenden Theorie muß- man diese 
erweitern, indem man auch die Dämpfung der Pendel berücksichtigt, welche 
elektrisch dem Ommstschen Widerstand entspricht (unser Beschleunigungsglied 
entspricht dort der Selbstinduktion, unsere rücktreibende Kraft der Kapazitäts- 
wirkung); auch würde man elektrisch neben der hier allein behandelten „Lagen- 
koppelung“ [k multipliziert mit + (x, — 2,)] auch eine „‚Beschleunigungs- bzw. Ge- 
schwindigkeitekoppelung‘ zu berücksichtigen haben. 

In der Übungsaufgabe III.5 werden wir eine ezperi- 
mentell bequem herstellbare Anordnung durchrechnen, 
bei der die Pendel bifilar an einem nachgiebigen Draht 
aufgehängt sind und nicht in der Ebene ihrer Ruhe- 
lage, sondern senkrecht dazu schwingen, 

Eine interessante Anordnung, bei der beide sym- 
pathische Pendel sozusagen in demselben Objekt res- 
lisiert sind, ist die der sohwingenden Schraubenfeder!). 

Diese ist, vg). Fig, 37, sowohl einer Sohwingung in b 
der Achsenrichtung (y) wie einer Drehschwingung (z) R Re 
um diese Achse fähig. Die Koppelung zwischen beiden 
geschieht bei endlicher Ganghöhe durch die Feder . i 
selbst. Zieht man nämlich die Feder senkrecht nach es 
unten, s0 verspürt man einen seitlichen Druck: Die Sohraubenfeder 
Feder sucht sioh seitlich zurückzuziehen. Verdreht man 
die Feder seitlich in der Drahtverlängerung, so sucht sie sich nach unten aus- 
zudehnen, d.h., ruft man eine Sohwingung in der y-Riohtung hervor, so wird 
such die z-Schwingung angeregt und umgekehrt. (NB. Hinsichtlich der elasti- 

1) Näheres in der WürLwzr-Featschrift, Teubner 1905: Lrssasous-Figuren und Reso- 


nenzwirkungen bei schwingenden Schraubentedern; ihre Verwertung zur Bestimmung des 
Porssonschen Verhältnisses, 


D 
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schen Materialbeanspruchung ist die y-Schwingung Torsions-, die z-Schwingung 
Biegungsschwingung. Näheres hierüber in Bd. II dieser Vorlesungen.) 

Durch Variieren der Zusatzmasse Z kann man erreichen, daß die Vertikal- und 
die Horizontalschwingung in genaue oder angenäherte Resonanz gebracht werden. 
Wird dann eine der beiden Schwingungen angeregt, so findet ein Austausch der 
Amplituden nach Fig. 34 oder 36 statt. 


& 21. Doppelpendel 


Wir schildern zunächst, wie am Anfang des vorigen Paragraphen, um welche 
eınpirischen Erscheinungen es sich handelt. 

An eineın schweren Pendel (z. B. Kronleuchter) hängt ein leichtes Pendel von 
etwa gleicher Schwingungsdauer. Wenn ınan deın schweren Pendel einen kurzen 
Stoß gibt, so gerät das leichte Pendel in lebhafte Bewegung, die aber plötzlich 
für kurze Zeit aussetzt. In demselben Augenblick beinerkt man, daß das schwere 
Pendel, das vorher merklich in Ruhe war, deutlich ausschwingt. Dieses kommt 
aber unmittelbar darauf wieder zur Ruhe und ver- 
setzt seinerseits das leichte Pendel in lebhafte Be- 
wegung. So geht es fort. 

Wie beınerkt, sollen die Massen beider Pendel (wir 
wollen sie M und m nennen) sehr ungleich, die redu- 
zierten Pendellängen (sie mögen Z und ! heißen) aber 
annähernd gleich sein. Wir setsen 


=u<l. 


Die Ausschläge, X beim schweren, x beiın leichten 

Fig. 38 Pendel, werden als kleine Größen behandelt, so daß 

Schemstisierte Anordnung wieder der Unterschied zwischen Kreisbogen und 

eines Doppelpendels Tangente vernachlässigt: werden kann. Dementspre- 

chend sind auch die Winkel 9 und p (vgl. Fig. 38, y 

gehört zum relativen Ausschlag <— X) als klein zu behandeln. Wir können also 
setzen 


R x 
a np=p9=7. einy= y = Z ndein(p-——g)= 9-9=-7777: 


EEE 


Auf das obere Pendel wirkt außer seiner Schwere noch das untere Pendel ınit 
seiner Fadenspannung!) S = mg 008 y, welche als bewegende Kraft für das obere 


1) Bei der gegenwärtigen elementaren Behandlung müssen wir diese Spannung 5 als 
anschauliche Hilfsgröße einführen ; wenn wir dasselbe Problem später nach der allgemeinen 
Lasaanozschen Methode behandeln werden, wird dies überflüssig. Bei der oben ange- 
gebenen Bestimmung von 8 argumentieren wir so: Die Fadenapannung im leichten Pendel- 
arm steht im Gleichgewicht mit Schwere und Trägheitswiderstand (Zentrifugalkraft). welch 
letztere aber als kleine Größe zweiter Ordnung vernachlässigt werden konn. Daher ist 
8 == mg cosy, wie oben angegeben. 


gen Doppelpendel 9 


Pendel liefert — mg cos ysin (9 — y). Mithin lauten die Bewegungsgleichungen : 
MI-—MLX+m (ET -7). 


(2) = 
ma=—m -F@—X) 
oder bequemer gesohrieben: 
na g g g g 
R i+l +RT +u4)X=rf2. 


“ g. g 

z+ T = T X. 

Wir nehmen von jetzt ab an Z = ! und setzen zur Abkürzung 
(4) Pr : j 

Basere Gin. (3) gehen dabei über in 
X+tal(l+2WX=pobz, 


z&+tolz=wiX. 


(6) 


Diese Bewegungsgleiohungen besagen, daß das obere’ Pendel ‚‚u-mal so lose“ 
an das untere gekoppelt ist wie umgekehrt. 
Zur Integration von (5) haben wir, ähnlich wie in (20.11), anzusetzen: 


(6) z=Aet, Xu Beilt, 

Damit erhalten wir aus ,5) j 

m Biol +2) —M]=Anon: 
4A(wW—22) = Bol. 


Durch Gleiohsetzen der beiden hieraus zu entnehmenden Werte von B/A ergibt 
sich die quadratische Gleichung für 48: 


(8) (M— a + 2a A) = uw. 
Ihre beiden Wurzeln nennen wir A? = w* und A?=.w’%, Wir finden leicht bei 
Vernachlässigung höherer Potenzen von a: 
[7 1 7 

0) alt 2z/R). 

Mithin wird die allgemeine Lösung von (5) in reeller Form geschrieben: 
z =acoawt+bsinwt +a coawt+ b’sinwt, 
XZ=yacawt+tybsinattyacawt+ybainwt. 


Hier sind wie in $20y und y’ die Werte von B/4A, die sich aus (7) für #? = 
bzw. 42 = w’? ergeben, nämlich 


ar y=-VYa, y=+Ya unddaher Y—y=2la. 


(10) 


7. 
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Die Anregung sei für! = 0: 
(12) z=0, 5=0, X=0, XI=(. 
Daraus folgt: i i 
a+ad=0 
eine Zoom EN 
oab+wWb =0 c : 0 
el mn! "Tin 


Mithin lauten die endgültigen Lösungen: 


CC [einwot sinat 
. = =, (a na Er ). 
as) Gl y 
-,..(2 sin u 1 — 77 sin w' ). 


Gehen wir von hier aus zu den Gesohwindigkeiten & und X über und berück- 
sichtigen zugleich die Wertö (11), so haben wir 5 


. c 
z = —— {v8 wW F — 008 W1), 


as) B; 


=; (oosa’i+ooswi). 


Die Geschwindigkeiten des schweren oberen Pendels sind also bei entsprechen- 
der Phase y-mal kleiner als die des leichten unteren Pendels; zugleich sicht man, 
daß durch (14) unsere Anregungsbedingungen (12) erfüllt sind. Dasselbe gilt von 
den Ausschwingungen selbst. Diese haben ebenso wie die Geachwindigkeiten, 
wegen der benachbarten Werte von w und w, Schwebungscharakter, was men 
durch eine an die Gln, (20. 9) anschließende Schreibweise auch formell zum Aus- 
Aruck bringen könnte, 

Wir schließen hier eine einfache Aufgabe an, welche eigentlich ebenfalls zur 
Klasse der gekoppelten Schwingungen gehört und auf ganz ähnliche Schwingungs- 
typen führt wie die hier behandelten. In der mathematischen Durchführung 
werden wir allerdings einfacher verfahren, nämlich nach dem Vorbilde der erzwun- 
genen!) ungedämpften Schwingungen in $ 19, so daß es sich jetzt nicht um simul- 
tane Differentialgleichungen, sondern nur um die Integration einer einzelnen 
Sohwingungsgleichung handelt. 

» Man hänge seine Taschenuhr frei schwebend und möglichst reibungsfrei an 
einen glatten Nagel und bringe sie durch leichte Berührung mit dem Finger oder 
mit einem Tuch dazu, daß sie sich im Anfangszustande in völliger Ruhe befinde. 
Die Uhr setzt sioh sofort in Bowegung und macht zunehmende Schwingungen 
um die vertikale Ruhelage. Aber die Schwingungen wachsen nur bis zu einem 


1) Allgemein kann man sagen: Erzwingen einer Schwingung durch eine äußere Kraft 
bedeutet soviel wie Koppelung mit einem zweiten System, auf welches das erste System 
keine Rückwirkung ausübt. In dem sogleich zu beschreibenden Falle ist die Rückwirkung 
der Pendelschwingung auf die Unruhe jedenfalls verschwindend klein. 


481.19 Doppelpendel 101 


Maximum an, um dann wieder bis zur völligen Ruhe abzunehmen, worauf sich 
das Spiel wiederholt. 

Offenbar handelt es sich bei der Anregung der Schwingungen um eine Gegen- 
bewegung gegen den Rhythmus der Unruhe, also um eine Wirkung des Flächen- 
satzes, dagegen bei dem darauf folgenden Erlöschen der Sohwingungsamplitude 
um eine Interferenz zwischen den freien Pendelschwingungen im Sohwerefelde 
und den durch die Unruhe erzwungenen Schwingungen. 

In der Bezeichnung knüpfen wiran $13.2 an. Es sei Also N das Impulamoment 
der gesamten Bewegung des Systems. Wir zerlegen es in das der Pendelbewegung 
und das der Unruhe-Schwingung: 

(5) N = Npena + Rvar - 

Npens berechnen wir um den Aufhängepunkt O (Nagel), Run, um den Mittel. 
punkt U der Unruhe. Zetzteres ist deshalb erlaubt, weil ein Impulsmoment, 
ebenso wie ein Kräftepaar (vgl. 8. 112), beliebig in zeiner Ebene verschoben werden 
kenn; in der Tat besteht die Trägheitswirkung der Unruhe wegen der um U 
symmetrischen Gestalt derselben aus einem reinen Impulsmoment, ohne Einzel- 
impuls, Die Frequenz der Unruhe sei w; sie ist durch die Starke ihrer Spiralfeder 
gegeben. Die Frequenz der Pendelschwingung, wenn sie nicht durch die Unruhe 
gestört wäre, seiw,. Wir setzen nach (11.6) und (16.4)' 


(16) rm =099, 9=Mai; 

M ist die gesamte pendelnde Masse, a ihr Trägheitsarm, von O aus gerechnet. 
Wir setzen die Unruhe-Schwingung ala sinusförmig voraus, beschreiben sie also, 
von U aus gerechnet, durch Pyar = & sin w 4. Ihr Impulsmoment ist dann 

(17) Nur =mwbiacoawt; 

m ist die Masse der Unruhe, 5 ihr Trägheitsarm, von U aus gerechnet. 


Dass Moınent der äußeren Kraft ist wie beim physikalischen Pendel, Gl. (16.1), 
hinreichend kleines @ vorausgesetzt, 


(18) M=—Mygsp, 
wenn e den Abstand des Schwerpunktes der Uhr von O bedeutet. Die Bewegungs- 
gleichung unseres Systems lautet dann nach (13. 9) mit den Werten aus (15), (16), 
{17) und (18): 

5 
(19) + - = -3(- Jaersinos. 


Dies ist der Schwingungstypus, den wir in $ 19 als ungedämpfte erzwungene 
Schwingung behandelt haben. Wir zetzen nach der Bedeutung von w, (Eigen- 
frequenz des Pendels bei fehlender äußerer Anregung) 


und ferner zur Abkürzung 
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Dadurch wird aus (19) 
(20) "2+wlgp=csinwti. 

Das Integral, welohos für t = 0 zugleich den Anfangsbedingungen 9 = 0,9 = 0 
genügt, lautet: 
2l) -—.- (sin® 1— 2 sin oE 
{ 2 al-ai > @ 
Wegen der Kleinheit von c (Faktor m/M) ist der hierdurch dargestellte Schwin- 
gungsvorgang nur dann von merklicher Größe, wenn annähernd wo, = w ist, 
wenn also ungefähre Resonanz besteht zwischen der äußeren Pendel- und der 
inneren Unruhe-Schwingung. Dieze Resonanz ist nun bei den Taschenuhren 
nicht zu kleinen Formats mehr oder minder gut ausgeprägt (Damenuhren sind 
für unsere Zwecke ungeeignet). 

Mit der Resonanz geht nach (21), bei annähernder Gleichheit von w und o,. 
das Schwebungsphänomen Hand in Hand. Die Sohwebungsperiode 7’ bestimmt 
sich durch die Forderung 


(22) oT=wT+2r, x 
beträgt also 

2r 
(22a) T= al . 


Sie läßt sich durehAbzählung der Pendelschwingungen zwischen zwei Schwebungs- 
knoten sehr genau bestimmen und liefert damit ein bequemes und präzises Maß 
für die Güte der Resonanz. Die Besonderheit der Fig. 32, welohe ja, wie bemerkt, 
dieselbe Differentialgleichung wie (20) veranschaulicht, besteht nur darin, daß 
dort vollständige Resonanz, also 7’ = oo vorausgesetzt wurde. 

Überläßt man die Uhr längere Zeit sich selbst, so bemerkt man, daß die Sohwe- 
bungen aufgehört haben. Der Grund ist offenbar die Reibung (am Aufbängepunkt 
nnd in der Luft), die wir bisher vernachlässigt haben. Dieze bringt die Pendel- 
schwingungen zum Erlöschen; die Unruhe-Sohwingungen läßt sie bestehen, 
indem sic nur, wie wir wissen, vgl. z. B. Fig. 33, ihre Amplitude etwas verringert. 
Im Anfangszustande, sokönnen wir argumentieren, zei die erzwungene Schwingung 
in ihrem vollen, endgültigen Betrage angeregt, und die freie Pendelschwingung 
in solohem Maße, daß sie für = 0 die erzwungene gerade aufhebt, entspreohend 
den Anfangsbedingungen 9=9=0. In der Tat bedeutet das anfängliche 
Stillhalten der Uhr gerade einen der Unruhe-Schwingung genau entgegenwirken- 
den Anstoß. Diezer Anstoß wird durch die Reibung im Laufe der Zeit aufgezehrt, 
so daß nur noch die erzwungene Unruhe-Schwingung übrigbleibt. 

In der Literatur wurde auf unser Uhrenbeispiel erstmalig in der Elektrotechn. 
Zeitschr. vom Jahre 1904 hingewiezen, bei dem damals aktuellen und überraschen- 
den „Pendeln von Synohronmaschinen“. Zwei auf demselben Stromkreis arbei- 
tende, parallelgeschaltete synehrone Wechselstromerzeuger zeigen im Resonanz- 
falle unerwünschte Bewegungs- und Stromschwankungen. Sie sind ein ins Große 
übertragenes Abbild der Sohwebungen unserer Uhr sowie der hier besproohenen 
Koppelungs- und Resonanzerscheinungen bei den sympathischen Pendeln. 
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Viertes Kapitel 
Der starre Körper 
& 22. Kinematik des starren Körpers 


Wis wir am Anfange von $ 7 sahen, besitzt der starre Körper sechs Freiheitsgrade, 
die wir in drei Freiheitsgrade der Translation und drei der Roiation aufteilen 
werden. 

Wir betrachten den Körper in zwei verschiedenen Lagen, der „‚Anfangslage‘ 
und der „Endlage“. Einen beliebigen Punkt des Körpers greifen wir als „Bezugs- 
punkt‘ O heraus und schlagen um ihn eine Kugel (z. B. vom Radius 1). Aufdieser 
markieren wir zwei Punkte A und B. Wenn wir die drei Punkte OAB aus ihrer 
Anfangslage in ihre Endlage übergeführt haben, ist dasselbe für alle Punkte des 
Körpers erreicht. 

Wir bringen zunächst O aus seiner Anfangslage O, in seine Endlage O,. Dies 
geschehe durch eine Parallelverschiebung, bei der jeder Punkt des Körpers die 
geradlinige Verschiebung 0, — O, mitmacht. Wir haben damit die drei Freiheits- 
grade der Translation definiert. 

Die um O, beschriebene Kugel X, ist jetzt mit der entsproohenden um O0, 
beschriebenen Kugel X, zur Deckung gebracht, nioht aber im allgemeinen die 
Lage der Punkte A, B, die wir A,, B, auf K,, bzw. A,, B, auf K, nennen wollen. 
Wir zeigen, daß die Punkte A,, 2, in A,, B, durch eine ganz bestimmte Drehung 
um den Punkt O0, = 0, übergeführt werden können. Achse und Winkel dieser 
Drehung definieren die drei Freiheitsgrade der zur Translation hinzukommenden 
Rotation. 

Um die Drehachse, d.h. ihren Durchstoßungspunkt 2 mit unserer Kugel, zu 

konstruieren, verbinden wir A, mit A, und B, mit B, je durch einen Großkreisbogen 
und errichten in deren Mittelpunkten A’ und B’ die Mittelsenkrechten bis zu 
ihrem Schnittpunkt, der uns den gesuchten Punkt Q liefert. Der Drehwinkel, 
den wir ebenfalls mit Q bezeichnen wollen, ist dann 
) Nu LARA = X BB. 
Die Gleichheit dieser beiden Winkelergibt aich dabei aus der Kongruenz der beiden 
in Fig.39 schraffierten sphärischen Dreiecke A,QB, und A,QB,, deren drei 
“ entsprechende Seiten einander gleich sind. Daher sind auch die beiden in Fig. 39 
mit y bezeichneten Winkel einander gleich. Indem man nun den einen oder 
anderen derselben von dem ganzen Winkel A, 2B, fortnimmt, entsteht die rechte 
oder linke Seite der Gl. (1). Diese Gleichung besagt ersichtlich, daB durch 
dieselbe Drehung 2 nicht nur der Punkt A, in A, sondern auch der Punkt B, 
in B, übergeführt wird. 

Da die Wahl des Bezugspunktes O noch in unserer Willkür liegt, sind auch 
Größe und Richtung der Translation noch in weiten Grenzen veränderlich?). 

ı) Im Anhange zu 5 23 werden wir sehen, daß wir insbesondere die Richtung der Trans- 
lation mit der Achse der Rotation parallel machen können. Wir sprechen dann von einer 
„Bewegungsschraube". 
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Dagegen ist Größe und Aohse der Rotation von der Wahl des Bezugspunktes 
unabhängig. In der Tat: Wenn wir statt O einen anderen Bezugspunkt 0’ wählen, 
so ist der Unterschied zwischen der zu 0’ und der zu O gehörenden Translation 
wieder eine Translation. Durch diese wird aber die Lage der Punkte A, B auf 
den Kugeln X,, X, nicht berührt. Die Konstruktion von Fig. 39 bleibt also erhal- 
ten und liefert denselben Drehwinkel Q wie vorher und eine zur vorigen parallele, 
jetzt durch den Bezugspunkt 0’ gehende Drehachse. 

Wichtiger als die bisher betrachteten endlichen Bewegungen des starren Körpers 
sind die in Wirklichkeit aufeinander kontinuierlich folgenden unendlich kleinen 
Bewegungen desselben. Wir setzen also 
jetzt die Größe 0,0, der Translation und 
den Winkel Q der Drehung als beliebig 
klein vorsus und dividieren sie durch das 
entsprechend kleine Zeitintervall At. Wir 
erhalten dadurch die Geschwindigkeit u 
der Translation und die Winkelgeschwin- 
digkeit & der Rotation: 

> [vr] 
(2) u= a ı 9 = vrz 


Letztere ist auch jetzt von der Wahl des 
Bezugspunktes O0 unabhängig, erstere 
davon abhängig. Durch den Pfeil über & 
deuten wir an, daß wir die Winkelge- 


Fig. 39 
Konstruktion de Drehpunktes 2 schwindigkeit als Vektor auffassen, also 
bei der Zusammensetzung zweier nicht nur ihre Größe, sondern auch ihre 
endlicher Drehungen Achse zum Ausdruck zu bringen wünschen. 


Daß & in der Tat Vektorcharakter be- 
sitzt, zeigen wir folgendermaßen: Bei Betrachtung der virtuellen Drehung haben 
wir in Fig, 15 und Gl. (13.4) die Beziehung abgeleitet 


(3) B=bxt. 


Indem wir von der virtuellen Drehung dp zur Drehgeschwindigkeit & = dpjdt 
> 
und von der durch sie bewirkten virtuellen Verschiebung ds zu der Geschwindig- 
> 

keit ip = ds/di übergehen, erhalten wir aus (3) 
(4) w=ox1. 
Hier ist wie in Fig. 15 r der Radiusvektor von dem auf der Drehachse gelegenen 
Berugspunkt O nach dem Punkt P, dessen Geschwindigkeit iv bestimmt werden 
soll, 

Betrachten wir jetzt zwei Drehungen @, und @, in ihrer gleichzeitigen oder 
unmittelbar aufeinander folgenden Wirkung auf denselben Punkt P des starren 
Körpers (der Bezugspunkt O ist beiden Achsen w, und w, gemeinsam). Wir haben 
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dann: 

(48) meaxt menxXt m+n=mta)xt. 

In der letzten dieser Gleichungen steht links die aus iv, und iv, resultierende 
Geschwindigkeit w,. Daraufhin zeigt der Vergleich mit (4), daß auch 


(6) = 0 + Wr 

die resultierende Drehgeschwindigkeit ist, welche in ihrer Wirkung auf den starren 
Körper den beiden Drehungen ®, und «, äquivalent ist. Drehgeschwindigkeiten 
selzen sich wie Vekloren zusammen. Wie diese sind sie ihrer Reihenfolge nach 
verlauschbar; es ist nämlich " 

(6) + nt: 

Beide Sätze gelten nicht für die vorher betrachteten endlichen Drehungen. 
‚Ihre Zusammensetzung geschieht nicht nach den emfachen Regeln der Vektor- 
rechnung, sondern nach der von HamiLron ersonnenen Qualernionenrechnung. 
Auch hängt das Resultat zweier endlicher Drehungen von ihrer Reihenfolge ab; 
sie sind nicht verlauschbar. 

Es ist hier am Platze, den Unterschied zwischen polaren und axialen Vektoren 
zu besprechen. 

Polare Vektoren smd z.B. Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft, Radius- 
vektor usw. Sie werden anschaulich durch eine mit Pfeil versehene gerichtete 
Strecke dargestellt. Ihre rechtwinkligen Komponenten transformieren sich bei 
einer Drehung des Koordinatensystems wie die Koordinaten selbst, also nach 
dem Schema der orthogonalen Substitution (Determmante = + 1). Bei einer 
Inversion des Koordinatensystems (Vertauschung von x, y, zmit — a, —y, —2, 
Determinante = — 1) kehren die Komponenten ihr Vorzeichen um. 

Axiale Vektoren sind z.B. Winkelgeschwindigkeit, Winkelbeschleunigung, 
Kraftmoment, Impulsmoment. Sie werden sachgemäß dargestellt durch eine 
mit Drehsinn und Drehgröße versehene Achse. Wählt man statt dessen die 
Darstellung durch einen auf der Achse abgetragenen Pfeil von entsprechender 
Länge, so muß man eine willkürliche Verabredung über die Richtung dieses Pfeiles 
treffen, 2. B. die Rechtaschraubenregel festsetzen. Die rechtwinkligen Kompo- 
nenten des axialen Vektors transformieren sich bei einer reinen Drehung des 
Koordinatensystems wie die Komponenten des zugehörigen Pfeiles, also ortho- 
gonal; bei einer Inversion kehren sie aber ihr Vorzeichen nicht um. Die Rechts- 
schraubenregel ist dann mit der Linkssohraubenregel zu vertauschen, entsprechend 
dem Umstande, daß ein Rechts-Koordinatensystem bei der Inversion in ein 
Links-Koordinatensystem übergeht. 

Das Vektorprodukt zweier polarer Vektoren ist ein axialer Vektor (Beispiel: 
Moment einer Kraft). Das Vektorprodukt eines axialen und eines polaren Vektors 
ist ein polarer Vektor [Beispiel: die Geschwindigkeit ww in Gl. (4)]. Man überzeugt 
sich davon leicht durch das Verhalten dieser Produkte bei der Inversion. 

Wir kehren nach dieser Abschweifung zur Kinematik.des starren Körpers 
zurück, Die Bewegung eines jeden seiner Punkte setzt sich aus der der Trans- 
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lation entsprechenden Geschwindigkeit u in Gl. (2) und der der Rotation ent- 
sprechenden Geschwindigkeit mw in GH.(4) zusammen. Die Geschwindigkeit vb 
eines beliebigen Punktes des starren Körpers ist daher gegeben durch 


M =u+toxt. 
Der Bezugspunkt O ist dabei ganz beliebig wählbar; für ihn wird 
(7a) vb=Wu. 


Für manche Zweoke ist es aber bequem, O mit dem Schwerpunkt S zusammen- 
fallen zu lassen. Dies zeigt sich 2. B., wenn wir die kinetische Energie des Körpers 


(8) T= | = u® 

berechnen. Wir bilden zu dem Zwecke nach (7) 

(88) "=W+flxı+2u-[axı) 

und zerlegen dementsprechend 7’ in 3 Teile: ı 


(9 T = Tiaasi + Tor + Ta: 


wobei T', eine „wechselweise Energie“ ist, welche sich aus Translation und Rota- 
tion gleichzeitig bestimmt. 
Ersichtlich ist, da u für alle Punkte dm die gleiche Bedeutung hat: 


w m 
0) Ten =z [am = FW. 
Um 7, zu berechnen, formen wir um 


a) Tefu@xı)dm=(ulo x ftdam) mul xRy). 


Hier bedeutet # den vom Bezugspunkte O nach dem Schwerpunkt S gezogenen 
Fahrstrahl \ 


(le) R= 


wie inGl. (13.3b). Wenn man nun O mit S zusammenfallen läßt, so wirdR# = 0, 
und man hat nach (11) 

(llby T,=0. 

Die kinetische Energie 7’ wird dann einfach die Summe von 7... und 7... Man 
bemerke übrigens, daß, wenn der Körper um einen festen Punkt rotiert und man 


diesen zum Bezugspunkt O wählt, (wegen u = 0) nicht nur 7, sondern auch T'yransı 
verschwindet, also direkt wird: 


(lie) T=-Tıu: 
Wir beschäftigen uns jetzt mit diesem Rotationsbestandteilder kinelischen Energie. 
Aus dem mittleren Gliede auf der rechten Seite von (8a) erhalten wir, indem wir 
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die Komponenten von & X t quadrieren: 
2 Taf +rM)dm tag + dm + as (et + y’)dm 
— 20,0, /[yzdm— 20,0, /22dm —2w,u, [zydm. 
Mit den Bezeichnungen: 
9. = SW + N)dm... 


(12) 


a0) Dun = - 9, = Seydm... 
erhalten wir 
(12b) 2 Tor =0,.%+ Le + 09,0 —2D,,0,0 —2 D,00,—2D,,0,0, 


u 03 + 9,0% + 9,0 + 20,,0,% +20,.0,0 + 20,,00, 


@,, ist nach der in (11.3) eingeführten Defmition das Trögheitsmoment der 
Massenverleilung um die X-Achse; entsprechend ©,,, Os. Wir nennen die D,,, 
Das» Dzy Trägheitsprodukte; auch die Namen Zeniri/ugalmomente und Deviations- 
momenie werden dafür gebraucht. 

Wir setzen die linke Seite von Gl. (12), in Anlehnung an (11.5), gleich © uw? und 
erhalten mit den Abkürzungen 

@, 0 o, 

(13) = z=h: zer 
(13a) © = 0,0 + 9, + 9,Y' + 20,ßBy +20,ya + 20,,%B- 


&, 8, y sind die Richtungekosinus der beliebig im starren Körper gelegenen Achse 
von w. Naolı (13a) ist also dsa Trägheitsmoment für jede Achse durch Angabe der 
sechs Größen @,, vollständig bestimmt. 

Das Sextupel von Größen unserer @,, ist em erstes Beispiel emes Tiensors, 
genauer eines symmetrischen Tensors. Der Name stammt aus der Elastizitäts- 
theorie, wo Spannunge- und Dehmungstensoren eine zentrale Bolle spielen. All- 
gemein schreibt man einen Tensor passend als quadratisches Sohema an, das in 
unserem Falle lautet: 


©, 0, 6 O:: —D, ara Das 
(13b) 9=|9,: 9 De m Du)‘ 
— Da —Dy Or 


Wegen 9 = @u, Dir = Du heißt der Trügheitstensor & symmetrisch. 
Unter Benutzung des durch (ab), = a; b, oder 


f [aDdz “zb, ab; 
(130) ab)=|iab, ab, abs 
: ab a, a 


definierten dyadischen oder tensoriellen Produkts zweier Vektoren a, D lassen sich 
die- Definitionen (125) des Tensors © wis folgt zusammenfassen 


(13d) @=/[(t-r—rı)dm. 
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Damit ist für die Komponenten ©,, bei Drehungen des Koordinatensystems ein 
durch die Formeln (2.3) bestimmtes Transformationsverhalten vorgeschrieben, 
nämlich 

(13e) = & Ze re Opr: 


Die Rechnung mit Tensoren steht der Vektorrechnung an elementarer Ansohau- 
lichkeit nach. Während der Vektor durch einen Pfeil dargestellt wird, muß man 
für die geometrische Darstellung des symmetrischen Tensors zu einer Fläche 
zweiten Grades greifen (zu der im Fall eines unsymmetrischen Tensors sogar nooh 
ein Pfeil hinzukäme). Man gelangt zu dieser ‚Tensorfläche“ in unserem Fall fol- 
gendermaßen: Man setze 

$ 


ER Per FE ENGEL 
(14) RE P=7' Y e' 


deute £, n, & als CArresische Koordinaten, also 0 = v@+n°+[2 als Radius- 
vektor vom Punkte O aus. Dieses g mache man gleich 9"", trage also auf jeder 
Achse durch O nicht etwa ©, sondern das Reziproke von /O auf (anderenfalls 
würde man keine Fläche zweiten Grades erhalten). Auf diese Weise entsteht aus 
(13a): 

(15) 1=0,8+0,9+09.04+20,nT +20. +209,,89- 


Dies ist, von Ausartungen abgesehen, die Gleichung eines Zllipsoids, da bei end. 
licher Massenverteilung © im allgemeinen nicht verschwindet. Wir nennen die 
durch (15) dargestellte Fläche das Trägheitsellipsoid. 

Auf Hauptachsen transformiert, ergibt sich eine Gleichung der folgenden Form 
(158) 1=941+9,5+ 8. 
9,9. ©, sind die drei Hawpt-Trägheitsmomente. Die Trägheitsprodukte ver- 
schwinden für die Hauptachsen, was ala Definition der letzteren angesehen werden 
kann. Unser Tensorsohema (13b) ist auf die Diagonale ©,, ©,, ©, zusammenge- 
schrumpft; von einem anderen als dem Hauptachsensystem betrachtet, hat man 
die drei Richtungsparameter der Hauptachsen hinzuzudenken, wodurch man wie- 
der auf sechs den symmetrischen Tensor oharakterisierende Größen kommt. 

Jede Symmetrie-Ebene der Massenverteilung bedeutet natürlich auch eine 
Symmetrie-Ebene des Trägheitsellipsoides und definiert durch ihre Normale eine 
Hauptachse desselben. Eine Massenverteilung ınit Rotations-Symmetrie besitzt 
ein Rotstions-Trägheitsellipsoid, also neben der in die „Figurenachse“ weisenden 
Hauptachse unendlich viele andere ‚‚äquatoriale‘‘ Hauptachsen, Beispiele hierzu 
liefern der Spielkreisel und der zu Demonstrationen gewöhnlich benutzte schwung- 
radförmige Kreisel (Fig. 40a und b). Bei ersterem ist das Trägheitsmoment um 
die Figurenachse ein Minimum, daher ist die betreffende Hauptachse (wegen der 
Beziehung e = 9") größer als die äquatorialen, wir haben ein verlängerles 
Ellipeoid. Bei letzterem ist das Trägheitsmoment um die Figurenachse maximal, 
daher ist die betreffende Hauptachse (aus demselben Grund) kleiner als die äqua- 
torialen; abgeplattetes Ellipsoid, Wir sprechen in beiden Fällen.von einem symme- 
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irischen Kreisel, bei Fig. 40a von einem verlängerten, bei Fig. 40b von einem adge- 
altelen. 
Fee liegt ein rotationssymmetrisohes Trägheitsellipsoid nicht nur bei ro- 
tationssymmetrischer Massenverteilung, sondern immer dann vor, wenn mehr als 
zwei Symmetrie-Ebenen durch eine Achse gehen, also z. B. bei einem quadratischen 
oder hezagonalen Prisma. 
Entsprechend nimmt das Trägheitsellipsoid Kugelgestalt an nicht nur bei all- 
seitigsymmetrischer sphärischer, sondern auch z. B. bei kubischer Massenvertei- 
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Fig. 40a—. a) Trägheitsellipsoid des Spielkreisels. b) Trägheitsellipsoid des 
Schwungradkreisels. c) Beispiel des Kugelkreisels 


Yung, weiles hier mehr Symmetrie-Ebenen gibt, als mit der ellipsoidischen Gestalt 
der Tensorfläche verträglich sind. Wir sprechen in diesem Falle von einem Kugel- 
kreisel; bei diesem ist jede Achse Hauptachse (vgl. Fig. 40). 
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Diese bildet die theoretische Grundlage der gesamten Baukonstruktionen 
(Brückenbau, Fachwerke, Kuppelbau usw.) und wird daher in den Lehrbüchern 
der technisehen Mechanik in allen Einzelheiten rechnerisch und graphisch ab- 
gehandelt. Wir können uns hier mit den allgemeinen Grundzügen des Gebietes 
begnügen. 

1. Die Gleichgewichtsbedingungen 

Sie werden wie alle Gleichgewichtsfragen durch das Prinzip der virtuellen Arbeit 
beherrscht. Da dieses als Spezielfall des p'’ALemBERTschen Prinzips betrachtet 
werden kann und aus ihm durch Streichung der Trägheitswiderstände entsteht, 
können wir unsere jetzige Betrachtung unmittelbar an die Behandlung des 
Schwerpunkts- und Flächensatzes in $ 13 anschließen, wobei nur noch anzumerken 
wäre, daß die dort benutzten virtuellen Verrückungen (Peralielverschiebung nnd 
Drehung) mit dem Zusammenhang des starren Körpers offensichtlich verträglich 
sind und den beiden im vorigen Paragraphen behandelten Bestandteilen der all- 
gemeinen Bewegung des starren Körpers (Translation und Rotation) entsprecben. 

Wir schließen also aus (13.3) und (13. 9), indem wir die Trägheitswiderstände 
streichen, auf die allgemeinen Gleichheitsbedingungen des starren Körpers: 


u) Zu=0, ZM=-0. 


Die %, sind die in irgendwelchen Punkten P, des starren Körpers angreifenden 
äußeren Kräfte. Die erste @l. (1) forderte uns auf, diese Kraftvektoren, ohne 
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Rücksicht auf ihre Angriffspunkte P,, in irgendeiner Reihenfolge aneinander 
anzutragen und das entstehende Kräjtepolygon zu betrachten. Dieses muß nach 
der ersten QI. (1) im Gleichgewichisfalle ein geschlossenes sein. 

Die M, sind die Momente der {j; um emen beliebigen, aber für elle %; gleichen 
Bezugspunkt O. Die zweite Gl. (1) fordert uns auf, diese M; durch die Momenten. 
pfeile (vgl.S. 36) zu ersetzen und das aus ihrer Aneinanderfügung entstehende 
Momenienpolygon zu betrachten. Dieses muß nach der zweiten GI. (1) im Gleich- 
gewichtsfalle' ebenfalls geschlossen sein. 

Im Anschluß en die Gin. (13.12) und (13. 13) können wir von den zwei Vektor- 
gleicehungen (1) zu den folgenden sechs Komponentengleichungen übergehen: 


2) Ssuh=-_Y,=£2ı=0, 
Ziyı 4 — z Yı) = 2a u — a2) = Ze ı —yıLı) =. 


Diese bedeuten die Projektionen der Vektorgleichungen (1) auf die Koordinaten- 
achsen; die z,, Y,, 2, sind die Koordinaten der Angriffspunkte, von O als Anfangs- 
punkt sus gerechnet. 


2. Das Aquivalensproblem, die Reduktion des Kraftsysterns 


Sind die Kräfte (Momente) nicht im Gleichgewicht, so kann man fragen, ob 
es eine Einzelkraft (sin Einzelmoment) von solcher Beschaffenheit gibt, daß unter 
deren Wirkung dieselbe Bewegung des starren Körpers entsteht wie unter der 
Wirkung des vorgegebenen Kräfte- (Momenten-) Systems. 

Diese Fragestellung ist u.a. nützlich (wenn auch im allgemeinen nicht hin- 
reichend) für die Bestimmung der Auflagerkräfte, die ein starrer Körper von 

seinen Stützpunkten erfährt, wenn er von einem nicht 
im Gleichgewicht befindlichen Kraftsystem angegriffen 
% wird. 

4 Die Antwort ergibt sich, wenn wir an dem jetzt un- 
$ er geschlossen gedschten Linienzug $, Ss - - - I, die 
r; + Schlußseite ziehen, sowohl im Durchlav fungesinne des 
i % Kräftepolygons fu4+1 (vgl. Fig. 41), als such im ens- 
Pe ae ee gegengeselzten Sinne {j, (resultierende Kraft), wodurch 
bei einem nicht geschlosse. nichts geändert wird. Wir haben dann ein geschlosse- 
nen Kräftepolygon nes Kräftepolygon f% .. 441 und eine Einzelkraft 
%, die zusammengenommen dem ungeschlossenen 
Kräftepolygon 5... äquivalent sind. Da aber die Kräfte 5, .. -Ga+ı ‚als 
Gleichgewiohtssystom fortgelassen werden können, ist schon die Einzelkraft 

%, allein dem vorgegebenen Kräftesystem 5; ...%. äquivalent. Daher ist 


@ 5-8 


Gensu dieselbe Überlegung kann man mit dem ungeschlossenen Momenten- 
Polygon anstellen. Man erhält dann ein resultierendes Moment M,, welches dem 
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vorgegebenen Momentensystem M,, Ms... M, äquivalent ist: 

= ”* 
Ce M, = Z M. 


Übrigens steht nichtsim Wege, die Einzeikraft{},, wie es in Fig. Al angedeutet ist, 
an demselben Punkte O angreifen zu lassen, der als Bezugspunkt bei der Bildung 
der Momente M;, gedient hat, 


8. Wechsel des Bezugspunktes 

GI.(3) zeigt unmittelbar, daß {, von der Wahl des Bezugspunktes O unabhängig 
ist. Bedeutet %; die zu einem anderen Bezugspunkt 0’ gehörende resultierende 
Einzelkraft, so wird also 
(5) 2 = Dr . 
Nach dem Vorbilde von Gl. (4) ist andererseits bei entsprechender Bedeutung 
von I; 
(6) W=5M, mt Meunxfe: 
wo t; der Radiusvektor von 0’ nach dem Angriffspunkt P, von S; ist. Sei a der 
vektorielle Abstand von 0’ nach O, so haben wir 


(6) Kecttn, Maier tuxXmaxde + Me. 
Daher 
(6b) W=Lıx + M=uxiiri. 
Hier ist wegen (3) 

axf=uxT- 
Somit hat man 
m M-M+axG- 


4. Vergleich von Kinematik und Statik 


Wie bei Gl. (22.2) bemerkt, ist in der Kinematik © von der Wahl des Bezugs- 
punktes unabhängig, 1 davon abhängig. Wir schreiben 


ET 


(8) u =@ 
und nach (22. 7)mitb=wWundt=a 
6) "-u+oxa. 


Diese Formel ist von derselben Bausrt wie die vorangehende GI. (7), wenn wir 
von der Reihenfolge der Faktoren in den betreffenden Vektorprodukten absehen. 
Wir kommen daher, indem wir such die Gin. (5) und (8) in Betracht ziehen, zu 
einer merkwürdigen Reziprozität zwischen Statik und Kinematik, die in das 
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folgende Schema gebracht werden kann: 
Er ea 
X 
ı 0 
N 


N 
abhängig unsbhängig 
DT Y  —n _) 
vom Bezugspunkt 
Diese kreuzweise Reriprorität bewährt sich such bei den Begriffen Kräftepaar 
und Drehpaar. 

Das Kräfteyaar ist ein Grundelement der elementaren Statik. Man versteht 
darunter bekanntlich zwei parallele, entgegengesetzt gleiche Kräfte +%, deren 
Richtungslinien einen endlichen Abstand, sagen wir /, voneinander haben. Die 
Reduktion eines solchen Kräftepaares, im Sinne von Nr. 2 durchgeführt, liefert 


10) =, MH, |Ml=|Bll, 


wobei der Momentenpfeil von M senkrecht zur Ebene dee Kräftepaares gerichtet 
zu denken ist. Während aber das frühere I, im Bezugspunkt O „angeheftet‘ 
war, ist unser jetziges M für jeden Bezugspunkt gleich und völlig frei im Raume 
verschiebbar, d. h., irgend zwei Kräftepaare setzen sioh durch vektorielle Addition 
ihrer Pfeile zu einem dritten Kräftepaar zusammen; zwei Kräftepaare entgegen- 
gesetzt gleichen Momentes in parellelen Ebenen heben sich auf usw. 

Indem wir der in unserem Schema ausgedrückten kreuzweisen Beziprozität 
folgen, verstehen wir unter einem Drehpaar zwei entgegengesetzt gleiche Dre- 
hungen + », deren Achsen parallel und im Abstande ? voneinander verlaufen. 
Die Reduktion eines solchen Drehpaares liefert nach der Zusammensetzungsregel 
(22. 5) die resultierende Drehung w, = 0. Unser Drehpaar erzeugt also eine reine 
Translation senkrecht zur Ebene seiner beiden Drehachsen. Als Größe derselben 
findet man leicht |u| = wi. Es besteht also volle Analogie zu den Gin. (10) im 
Sinne unseres Reziprozitäts-Schemas. Während aber unser früheres u von der 
Wahl des Bezugspunktes O abhängig war, ist das dem Drehpsar ägnivalente u 
unabhängig von O, beliebig parallel zu sich selbst im Raum versehiebbar. Daraus 
folgt weiter: Zwei beliebig gelegene Drehpaare setzen sich vektoriell wie ihre 
Trenslationen u zusammen; zwei Drehpaare entgegengesetst gleioben Momentes 
+ win parallelen Ebenen heben sich auf usw. 


Anhang über Kraftachrauben und Bewogungssehrauben 
Da nach (7) MR, vom Bezugspunkt abhängig iet, liegt es nahe, diesen so zu wählen, 
daß M, und %, einander parallel werden. Wir haben dann als einfaches Bild des 
Kraftsystems eine Kraftschraube, d. h. eine Einzelkraft und ein um diese wirkendes 
Moment oder, was dasselbe ist, ein Kräftepaar in einer dasu senkrechten Ebene. 
Ausgehend von einem beliebigen Bezugspunkte O finden wir die zur Kraftschraube 
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erforderliche Lage von 0’ folgendermaßen: In GH, (7) zerlegen wir IM, in M, 
parallel {j, und in SI}, senkrecht dazu und bestimmen a aus der Gleichung: 

al) M=—axdr- 

Wir haben dann für den Bezugspunkt 0’ nach (5) und (7) 


% = m = M, dr: 


wie es ja bei der Kraftschraube sein soll. GL. (11) besagt, daß dazu der Bezugs- 
punkt O senkrecht zu $j, und M, um eime gewisse Strecke 


zu verschieben ist. 

Ganz dieselbe resiprok umgewandelte Überlegung führt zur Bewegungsschraube. 
Ausgebend von GI. (9) zerlegen wir jetzt u in eine Komponente u, parellel & und 
eine Komponente u, senkrecht dazu. Wir bestimmen die erforderliche Verschie- 
bung a des Bezugspunktes aus der Gleichung 


(12) „W=—oxXa 
und erhalten für den Bezugspunkt O0’ nach (8) und (9) 
(18) o”=0, Wenllo, 


also in der Tat eine Bewegungsschraube. GI. (12) besagt, daß der Bezugspunkt O 
jetzt um eme gewisse Strecke senkrecht zu © und u, zu verschieben ist. 

8o anziehend die Vorstellung von Kraft- und Bewegungschraube auch ist, so 
kommt ihr doch keine große praktische Bedeutung für die Behandlung spesieller 
Drehungsprobleme zu, weshalb wir sie hier nur anhangsweise erwähnt haben. 


% 24. Impuls und Impulsmoment des starren Körpers. Ihr Zusammenhang 
mit Translations- und Rotationsgeschwindigkeit 


Wir stellen uns vor, daß dem starren Körper ein Translationsimpuls (Einzel- 
impuls, Stoßanregung) und ein Rotationsimpuls (Impulsmoment, Drall) bezüglich 
eines im gewählten Inertialsystem festen Ursprungs erteilt worden sei. Ersteren 
bezeichnen wir mit ®, letzteren mit N. 

& berechnen wir als Summe über alle Einzelimpulse dg = b dm, also 


[}) G=/[dg=/[vdm. 
Mit Benutzung von = (22.7) erhält man hieraus 
G=ufdm+ox/ftdm 


oder auch, bei Einführung des Radiusvektors R von O nach dem Schwerpunkt, 
vgl. (22.116), 


(2) G=-mu+moxNR. 
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Wählt man insbesondere O = 8, so wird# = (0 und . 
(3) - G=mu. 

Andererseits setzt sich das Impulsmoment N des starzen Körpers aus den für 
den geineinsamen Bezugspunkt O genommenen Momenten aller Elementarimpulss 
zusammen, Es ist also 
(4) N=frxdg=frxodm. 

Hiersus wegen (22.7) und (22. 11a) 

6) Nefıxuda + Sıxlaxtidim=mfxut/dimrx[oxn. 

Der erste Summand verschwindet für O= Ssowie auch für u = 0, so daß in diesen 
beiden Fällen gilt: 

(6) RN=-/dimıxoxı. 


Um dieses Integral übersichtlich berechnen zu können, erinnern wir an die für 
drei beliebige Vektoren W,®, € gültige Vektorregel 


0) AXWBXEII-BAU-H—EM-B). 
Aus ihr folgt 


- ıxExXı)=or—ıw-n) 
und daher z.B. 


(8) 
N,=[ıx[laxıldm=u, [++ 2) dam —o, [dm —u, [zydm—w,/[xzdm. 


Indem wir die Trägheitsmomente und Trägheitsprodukte aus (22.126) einführen, 
können wir schreiben: 


= = 5° + Fa + a % oder = 3 Qu 
() =0,0, +9,80 + 9:8; e FE 
N = 0.0, + da, + Om, oder vektoriell N =. w. 
Wir sind so zu einer linearen Beziehung zwischen dem dynamischen Vektor N 
und dem kinemalischen Vektor » gelangt, diedurch den Tensor © aus Gl. (22.13b) 
vermittelt wird: Man sagt: R ist eine „lineare Vektorfunktion“ von ®. Solche 
lineare Vektorfunktionen spielen auf allen Gebieten der theoretischen Physik 
eine wichtige Rolle, insbesondere in der Elastizitätstheorie, vgl. Bd. D. 

Man kann den Gin. (9) eine bemerkenswerte Form geben, wenn man den Aus- 
druck (22.12b) für die kinetische Energie der Rotation heranzieht. Man hat 
nämlich einfach ; 


ao) nie, jimmy. 
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Wir bemerken aber weiter, daß diese Darstellung nicht nur in dem bei (9) voraus- 
gesetzten Falle O = 8 bzw. u = 0 gilt, sondern auch bei beliebiger Lage von O. 
Män hat dann nur den Ausdruck (22. 12b) für 7,., durch den Ausdruck (22. 11) 
für 7, zu ergänzen, wodurch auf der rechten Seite von (10) das Glied hinzutritt 
we =-mRxul. 

Dies ist aber dasselbe Zusatzglied, das auf der rechten Seite der GI. (5) für N 
auftritt, wenn O und 8 nicht zusammenfallen. Da nun die gesamte kinetische 
Energie 7' sich von 7, + 7, nur um das von @ unabhängige Glied 7 ana unter- 
scheidet, vgl. (22.9) und (22.10), so können wir (10) verallgemeinern zu der bei 
beliebiger Lage von O gültigen Gleichung 


(10a) = —, j=zuy,2. 


Dasselbe wie für den Rotstionsimpuls N gilt auch für den Translationsimpuls 
®. Um hier sogleich den allgemeinen Fall O + 8 zu behandelu, bilden wir nach 
den Gin. (22.9), (22.10) und (22.11) 


oT > 

mu tmlo x Re 
was mit GH. (2) für & übereinstimmt. Als Ergänzung zu (10a) hat man also 
ar G=i, i=up. 


Unsere Gln. (108) und (41) sind Sonderfälle einer viel allgemeineren Beziehung, 
die bei jedem beliebigen mechanischen System Impuls- und Geschwindigkeits- 
Koordinaten verknüpft. Dies können wir aber erst in Kapitel VI, $36, zeigen. 
Gegenwärtig liegt es uns ob, die geometrische Deutung der GI. (10) zu besprechen. 
Es handelt sich um die berühmte Poinsotsche Konstruktion, zu einer gegebenen 
Winkelgsschwindigkeit & die Lage des Impulsmomentes N zu finden. Auch diese 
Konstruktion ist eigentlich nicht auf den Fall des starren Körpers beschränkt, 
sondern läßt sich immer anwenden, wo man es mit einem symmetrischen Tensor 
zu tun hat, diesen durch eine Tensorfläche zweiten Grades darstellt und nach der 
durch den Tensor vermittelten linesren Vektorfunktion fragt. 

Die Porwsorsche Vorschrift besagt: Man trage vom Mittelpunkte O des Träg- 
heitsellipsoides aus den Drehungsvektor © ab und lege in dem Punkte, wo er das 
Ellipsoid schneidet, die Tangentialebene. Das Lot vom Mittelpunkt auf sie ist die 
Richtung von NR. Zum Beweise hat man sich nur deren zu erinnern, daß für eine 
beliebige Fläche /(£,7,£) = konst., die Richtungakosinus der Normalen zur Tan- 
gentialebene proportional sind zu 


4 ad 
(12) Fra 7 
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In unserem Falle ist f{&,n,£) = konst. die Gl. (22.15) des Trägheitsellipsoides und 
ihre Ableitungen nach £,n,£ sind in der Tat proportional zu den Komponenten 
von R aus Gl. (9). ; 

Wir können auch kürzer sagen: Die Poinsorsche Konstruktion ist der direkte 
geometrische Ausdruck unserer Gl. (10), wenn wir an Stelle des von ihm benutzten 
Trägheitsellipsoide von der geometrisch ähnlichen Fläche T,., = konst. Ge- 
brauch maohen. 

Unsere Fign. 42a,b entsprechen dem Fall des symmetrischen Trägheitsellipsoides, 
wo o und R in derselben durch die Symmetrieachse (,Figurenachse‘‘) gelegten 
Ebene enthalten sind und daher die Tangentialebene durch die Tangente an die 

22 Schnittellipse dargestellt werden kann. Bei dem 
/® x verlängerten Rotations-Ellipsoid Fig. 425 liegt 


ur Fi q N jenseits von ©, beidem abgeplatteten Fig.42a 
: \) zwischen $ und ©. Der Fall des dreiachsigen 
1/7 Ellipsoids läßt sioh graphisch weniger einfach 
wiedergeben. Y 
Wir betonen zum Schluß, daß die in diesem 
„a b 


Paragraphen besprochenen Beziehungen im 

Fig.42 : Grunde nichts anderes sind als die auf den star- 

a ee ren Körper übertragene Nzwronsche Definition 

Drabang & und Drall.R bei dem (vgl. 8.2): „Die Größe der Bewegung wird durch 

abgeplatteten und verlängerten die Geschwindigkeit und die Menge der Materie 

Trägheitsellipsoid vereint gemessen.“ Nur deshalb, weil in der 

Punktmechanik die „Menge der Materie“, d.h. 

die Masse skalar, beim starren Körper dagegen das Trägheitsmoment tensoriell 

ist, wurden unsere jetzigen Betrachtungen so viel umständlicher als die Be- 
ziehung Impuls—Geschwindigkeit beim einzelnen Massenpunkt. 


$ 25. Dynamik des starren Körpers 
Übersicht über seine Bewegungsformen 


Wir betrachten zunächst den im Raum frei beweglichen Körper und reduzieren 
nach der Vorschrift von $23 die amı Körper angreifenden Kräfte. Wir baben es 
dann nur mit einer resultierenden Einselkraft % und mit einem resultierenden 
Kraftmoment M zu tun. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich nach (13.3) und 
(13. 9) als Schwerpunktssatz und Satz vom Impulsmoment in der Form 


a) &=$, 
(2) NM. 


Da der starre Körper nur sechs Freiheitsgrade hat, genügen diese beiden Vektor- 
gleichungen zur vollständigen Beschreibung seines Bowegungszustandes. 

Beide Gleichungen beziehen sieh nach ihrer Herleitung in $13 auf die Ände- 
rungen von Ö und R, wie sie in einem Inertialsystem beobachtet werden. Bei 
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Bildung der Momente M und N hat man sich also auf einen im Inertialsystem 
ruhenden PunktO zu beziehen. Andererseits haben die Ausführungen der Para- 
graphen 22 und 24 gezeigt, daß die Diskussion der Bewegung sich vereinfacht, 
wenn man als Bezugspunkt der Momente den Schwerpunkt 8 einführt, der aber 
nur im Fall = 0 in einem Inertialsystem ruht. Man kann indessen leicht ein- 
sehen, daß GI. (2) auch im „Schwerpunktsystem“‘, bezogen auf O — 8, gilt, und zwar 
gleichgültig, ob 8 sich beschleunigt bewegt oder nicht I 

Führt man nämlich durch 1, = 1, — 5 Relativkoordinaten gegenüber dem 

Schwerpunkt ein, so gilt mit Zu y =0 auch ! mi, =0 und Sm =0. 
x k [3 


Also ist 
Ems - Zm)is=- zu Zm)is=0. 


Hieraus folgt zunächst wieder (13.38) in der Form 5 — M ®=0. Abernach 
Bildung der auf den Schwerpunkt bezogenen Momente folgt weiter 


r 4 d ‘ .. d « : - 
Zuxmi -azuxmü =z® = _ 


Die Summe im letzten Glied verschwindet, daher bleibt im Schwerpunktsystem 
die Gleichung s 
V=-M 

bestehen. 

Man darfalso die Rotationsgleichung (2) auch indemmitdem Schwerpunkt trans- 
latorisch mitbewegten Bezugssystem aussprechen, und zwar einerlei, ob dasselbe 
ein Inertialsystem ist oder nicht. 

Wenn % von der Winkelgeschwindigkeit und M bzw. M’ von der Translations- 
geschwindigkeit unabhängig ist, lassen sich (1) und (2) gesondert behandeln. In 
der Ballistik ist das z. B. nicht der Fall. Wenn es der Fall ist, wird (1) zu einem 
Problem der reinen Punktmechanik, (2) zum Problem der Drehung um einen, 
festen Punkt oder, wie wir kürzer sagen, zu einem Kreiselproblem. 

Wir beschäftigen uns hier hauptsächlich mit dem letzteren. Bei Bezugnahme 
auf den Schwerpunkt können wir von der Schwere absehen, da sie kein Moment 
um den Schwerpunkt liefert. Wenn wir auch Luftwiderstand, Reibung usw. ver- 
nachlässigen, haben wir das Problem des kräftefreien Kreiseis vor uns. Dieses 
werden wir in den Abschnitten 1 bis 3 besprechen. Auch der Kreisel im CARDANT. 
schen Gehänge ist ein kräftefreier Kreisel, wenn wir die Masse der Aufhängeringe 
gegen die des Schwungrades vernachlässigen dürfen, was bei den üblichen Aus- 
führungen annähernd der Fall ist. Andernfalls hätten wir es mit einem erheblich 
unübersichtlicheren mathematischen Problem zu tun. 

Wir werden aber auch die Drehung des Körpers um einen festen Punkt be- 
trechten, der vom Schwerpunkt verschieden ist. Dann empfiehlt essich, wie S. 106 
bemerkt, diesen festen Punkt als Bezugspunkt O zu wählen und dafür das um ihn 
wirkende Schweremoment M einzuführen. Wir sprechen dann vom schweren 
Kreisel. Diesem gelten die Abschnitte 4 und 6. . 
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Die vollständige analytische Behandlung des kräftefreien Kreisels werden wir 
aber bis zum nächsten Paragraphen verschieben, wo wir das Hilfsmittelder Kuler- 
schen Gleichungen zur Verfügung stellen werden. Die vollständige Behandlung 
des schweren Kreisels, soweit sie sich überhaupt durchführen läßt, müssen wir 
sogar bis zu $ 35 vertagen, wo wir über das noch mächtigere Werkzeug der allge- 
meinen Lagrangeschen Gleichungen verfügen werden. 

Beim Anöfiefreiem Kreisel besagt GI. (2) R = 0. Dies läßt sich sofort integrieren 
und liefert 


(8) N — konst. 


Beim kräftefreien Kreisel ist der Drall nach Achse und Größe im Raum konstant. 
Diese Aussage entspricht vollkommen dem GatrLEischen Trägheitsgesetz, führt 
aber im allgemeinen nicht zu einer so einfachen Aussage über Geschwindigkeit 
und Lage im Raum wie dieses. 


1. Der kräftefrelo Kugelkreisel 


Nur r bei kugelförmigem Trögheitsellipsoid folgt wegen R = © © aus n = konst, 
auch & = konst. Die Drehachse fällt dauernd mit der festen Impulsachse zu- 
sammen, Jeder Punkt des Kärpers beschreibt, wie auch seine äußere Gestalt 
(vgl. z. B. Fig. 400) sein möge, einen. Kreis mit konstanter Umlaufgeschwindigkeit 
um diese Achse. 


2. Der kräftefrele symmetrische Kreisel 


Die einfache Bewegung de? gleiohförmigen Rotation um eine feste Achse tritt 
bei diesem nur auf, wenn die Richtung von N mit einer Hauptachse zusammen- 
fällt, also entweder mit der Figurenachse oder mit einer äquatorialen Achse. Da- 
gegen ist die allgemeine Bewegungs- 
form des symmetrischen Kreisels die 
sogenannte reguläre Präzession. 

Wir erläutern sie durch Fig. 43. Die 
im Raum feste Achse des Impulsmo- 
mentes R zeichnen wir etwa senkrecht 
nach oben; ihr Durchstoßungspunkt 
mit einer um den Mittelpunkt des 
Trögheitsellipsoidesgelegten Einheits- 
kugelsei N. Die Durchstoßungspunkte 
der jeweiligen Rotations- und Figu- 
renachse seien R und F. Da die drei 
Achsen bei der Pommsorschen Kon- 
struktion in einer Meridian-Ebens 
Fig. 43, Die reguläre Präzession des durch F liegen, liegen unsere drei 
kräftefreien symmetrischen Kreisels Punkte N, Rund F auf einem Groß- 
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kreise, der durch den festen Punkt N geht, und zwar befindet sich beim abgeplatte- 
ten Trägheitsellipsoid, an das wir hier denken wollen (Fig. 42a), N zwischen F und 
R, Die jeweilige Bewegung besteht in einer Rotation um A. F schreitet dabei senk- 
recht gegen den genannten Großkreia vor, wobei der Winkelabstand zwischen F und 
N nicht geändert wird. Wir können also den momentanen Weg von F als kurzen 
Bogen eines Parsllelkreises um N einzeiohnen (vgl. den Pfeil links in Fig. 43). 
Deraufhin muß such R seine Lage wechseln, nämlich auf den durch die neue Lage 
von F bestimmten Großkreis durch N rücken. Dabei bleibt der Winkelabstand 
zwischen N und Z erhalten, weil dieser durch die PomsorTsche Konstruktion ge- 
geben ist. R schreitet also ebenfalls auf dem Bogen eines Parallelkreises um N 
vorwärts (vgl. den Pfeil rechts in Fig. 43). Die relative Lage der Punkte F, N 
und R ist jetzt dieselbe wie zu Anfang, so daß wir unsere Überlegung wiederholen 
können. Im Raume beschreiben also Figuren- und Rotalionsachse je einen Kreis. 
kegel um die fesie Achse des Impulsmomentes, und zwar mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit, weil diese durch die Größe von N und seine Lage gegen das 
Trägheitsellipsoid bestimmt wird. Demit ist der Charakter der regulären Prä- 
zession festgelegt 

Dasselbe gilt natürlich beim verlängerten Trägheitsellipsoid, wo indessen (vol. 
Fig. 42b) R zwischen F und N liegen würde. 


3. Der kräftetreio unsymmetrische Kreisel 


Die soeben abgeleitete Bewegungsform des symmetrischen Kreisels hätten wir 
kürzer, wenn auch im einzelnen weniger anschaulich, so beschreiben können 
Durch den Endpunkt des Impulamomenten-Pfeiles R legen wir die zu ihm senk- 
reobte „invariable Ebene‘ 6 (vgl. 8. 64) und konstruieren um seinen Anfangs- 
punkt das dem Trägheitsellipsoid ähnliche Ellipsoid der doppelten kinetischeu 
Energie, welohes & berührt?). Der Berührungspunkt ist der Endpunkt des 
Rotationsvektors o. Die momentane Bewegung des Kreisels besteht in einer 
Drehung dieses Ellipsoids um ®. Das Ellipsoid rollt dabei auf der Ebene 6 ohne 
Gleitung ab*). Ist das Ellipsoid rotationssymmetrisch, so wird die Rollkurve ein 
Kreis um N; der von & sowie der von der Figurenachse beschriebene Kegel ist 
daher ein Kreiskegel. Wir haben damit wieder die reguläre Präzession des sym- 
metrischen Kreisel. - 

Dieselbe Konstruktion führt nun aber auch unmittelbar zum Pommsorsohen 
Bilde von der kräftefreien Bewegung des allgemeinen Kreisels bei dreiacheigem 
Trägheitsellipsoid. Das zu diesem ähnliche „Ellipsoid der kinstischen Energie“ 
lassen wir auch jetzt auf der invarieblen Ebene & abrollen. (vgl. Anm.1). Die 
Rollkurve ist aber jetzt keim Kreis, sondern eine transzendente Kurve, die sich 
im allgemeinen nicht schließt. Ebenso sind die Kegel, die die Rotstions- und 

3) Man denke an die Porwsorsche Konstruktion von 8. 116 und beschte die spätere 
@t. (26.178). — ®) Abrollen ohne Gleitung bedeutet soviel als Gleichheit der vom Raume 


und vom Körper sus beurteilten Änderung des Drehungsvektors ». Vgl.hierzu Gl. (26. 88), 
wo diese Gleichheit nachträglich bewiesen wird. 
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Figurenachse im Raum beschreiben, transzendente Kegel. Die analytische Be- 
handlung des unsymmetrischen Kreisels führt schon im kräftefreien Falle auf 
elliptische Integrale, vgl. $ 26 unter 3., während die des symmetrischen Kreisels 
in diesem Felle mit elementaren Funktionen auskommt. Natürlich sind die Dre- 
hungen um jede der drei Hauptachsen auch beim unsymmetxischen Kreisel per- 
manente Drehungen und daher elementar darstellbar. 


4. Der schwere symmetrische Kreisel 
Wir sprechen hier nicht gesondert vom Kugelkreisel, da seine Behandlung nur 
unwesentlich einfacher ist als die des symmetrischen Kreisels. 
Beim schweren symmetrischen Kreisel fällt der feste Punkt 0 (Stützpunkt in 
der Pfanne) mit dem (auf der Figurenachse gelogenen) Schwerpunkt 8 nicht 
zusammen; der Abstand O$ heiße s. Die Größe des Schweremomentes wird 


(4) |M]| = mgssin #, 


wo ö den Winkel zwischen der Vertikalen und der Figurenachse badeutet, Die 
Achse von M ist die auf der Vertikalen und der Figurenachse Senkreohte oder, 
wie wir auch sagen können, die Schnittlinie der Horizontalebene mit der Äquator- 
ebene des Trägheitsellipsoides. Diese Schnittlinie nennt man mit einem astrono- 
wisohen Fachausdruck die Knotenlinie. Wegen genauerer Vorzeichenuuter- 
scheidungen vgl. Text 8. 124. 

Unsere allgemeine GI. (2) läßt sich nicht mehr wie im kräftefreien Fall, Gl, (8), 
ohne weiteres integrieren, vielmehr wird das Impulsmoment N dauernd abgeändert 
nach dem Gesetze 

(6) IMN=EMU. 

An den jeweiligen Momentenpfeil N setzt sich also der infinitesimale Pfeil M dt 
vektoriell an. Der Endpunkt von NR schreitet dabei in Richtung der jeweiligen 
Knotenlinie fort, d.h. senkrecht zur Vertikalen und zur Figurenachse. Daraus 
folgt aber, daB die Projektionen von R auf die Vertikale sowohl wie auf die Figuren- 
achse konstant sind. Wir nennen diese beiden Konstanten 


(6) = = Ryert und N= Nyız . 
Diese zwei Größen n und N, die beliebig vorgeschrieben werden können, sind zwei 
Integrationskonstanien der Bewegungsgleichungen. 


Eine dritte Integrationskonstante ist die ange W. Da die potentielle 
Energie der Schwere 


(68) Vemgsca®t 
ist, entsprechend GI. (7.18), so haben wir 
m T+mgsoa®=W. 


Um aber von hier aus zu einer analytischen Darstellung der Bewegung zu ge- 
langen, müssen wir 7’ und diein (6) genannten Projektionen von Rt durch geeignete 
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Lagenparameter des Kreisels (die EuLerschen Winkel!) ausdrücken, was erst 
in $ 35 geschehen wird. Die Ausführung der Rechnung führt dann auf elliptische 
Integrale. 

Die reguläre Präzession, die als Sonderfall dieser Darstellung auftritt, ist nicht 
wie heim kräftefreien Kreisel die allgemeine Bewegungsform, sondern ergibt 
sich nur für speziell angepaßte Werte von n, N und W. Die bei der gewöhnlichen 
Anregung des schweren Kreisels zumeist beobachtete Präzessionsbewegung ist 
nur soheinber regulär; wir nennen sie pseudoreguläre Präzession. Die reine Rotation 
um die aufrecht gestellte Figurenachse ist ebenfalls, und zwar bei jeder Winkel- 
geschwindigkeit, eine mögliche (stabile oder instabile) Bewegungsform. 

Bisher haben wir nur die Impulsmomentgleichung (2) betrachtet. Wir müssen 
&ber auch noch einen Blick auf die Impulsgleiohung (1) werfen. Auf der rechten 
Seite derselben steht die im festen Punkt O angreifende Kraft %, die sich aus der 
senkrecht nach unten wirkenden Schwere my und der Reaktion der Unterlage, 
der Stützkraft %,, zusammensetzt. Die auf der linken Seite stehende Impuls- 
‘änderung berechnet sioh nach Gl. (24.2) mit u = 0 zu 


R di. 4 
& =mzlox®R] =m®, 
wo ® die Schwerpunktsgeschwindigkeit ist. Unsere GI. (1) besagt also einfach 
Ge =m ® m. 
Das heißt: Zur Befriedigung des Schwerpunktesatzes muß die Unterlage jeweils 


eine Stützkraft hergeben, die gleich: Kreiselmasse mal der um die Fallbeschleuni- 
gung reduzierten Schwerpunktsbeschleunigung ist. 


5. Der schwere Kreisel mit dreiachsigem Trägheitsellipsoid 


Trotz der Bemühungen vieler großer Mathematiker ist es nicht gelungen, die 
Differentialgleichungen dieses Problems allgemein zu integrieren. Von den Impuls- 
integralen (6) bleibt zwar das erste in Gültigkeit, weil das Schweremoment auch 
jetzt um eine horizontale Achse wirkt und daher der Endpunkt des R-Pfeiles 
in einer raumfesten Horizontalebene verharrt. Aber das zweite Integral (6) gilt 
nioht mehr, weil es an die Symmetrie des Trägheitsellipsoides gebunden ist. Das 
Einnergieintegral (7) ist natürlich auch bei allgemeinem Trägheitsellipsoid gültig. 

Die lösbaren Spezialfälle setzen entweder eine spezielle Massenverleilung oder 
eine spezielle Bewegungsform voraus. 

Am bekanntesten ist der Kowauzwskısche Fall. Das Trägheitsellipsoid muß 
hier als symmelrisch vorausgesetzt werden, der Schwerpunkt liegt aber nicht in 
der Figurenschse, sondern in der Äquatorebene; außerdem muß das Trägheite- 
moment um die Figurenachse gleich der Hälfte des äqustorialen sein. Der Bewe- 
gungzustand braucht dann nicht spezialisiert zu werden. 

Der Sraupzsche Fall betrifft die Frage: Welche Achsen können, vertikal aufge- 
richtet, als permanenie Drehungsachsen dienen 1 Es zeigt sich, daß diese Achsen 
im Körper auf einem Kegel zweiten Grades liegen, der außer den drei Haupt- 
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sachsen auch die Schwerpunktsachse enthält. Zu jeder Achse gehört eine (bis 
auf das Vorzeichen) bestimmte Drehgeschwindigkeit. Massenverteilung und 
Sohwerpunktalage brauchen dabei nicht spezialisiert zu werden. 

Im Hxsszsohen Fall endlich handelt es sich um das Analogon zur einfachen 
Bewegung des Pendels (des sphärischen oder im besonderen des gewöhnlichen 
Pendels). Der Schwerpunkt muß dahei auf einer gewissen Achse im Trägheits- 
ellipsoid liegen und dieanfängliche Anregung in gewisser Weise spezialisiert werden, 
ähnlich wie beim symmetrischen Kreise!, dessen Schwerpunkt nur dann eine 
reine Pendelbewegung beschreibt, wenn der Anfangsdrall keine Komponente nach 
der Figurenachse besitzt. 


8 26. Die Eulerschen Gleichungen 
Quantitative Behandlung des krättefreien Kreisels 


1. Die Eulerschen Differentialgleiehungen der Rotation 


Wir unterscheiden ein im Raume festes Bezugssystem X, 7, Z und ein im Körper 
festes x, y, z. Im X, 7, Z-System hat das Impulamoment bei der kräftefreien 
Bewegung eine unveränderliche Lage: 3 = konst., GI. (25.3); vom Körper aus 
gesehen, verändert sich seine Lage stetig. Wir wollen das Gesetz dieser Verände- 
rung studieren. 

Zu dem Einde betrachten wir einen im Körper festen Punkt P und den mit ihm 
momentan zussmmenfallenden raumfesten Punkt Q. Die Geschwindigkeit von P 
im Raume nennen wir, die vonQim Körper v. Nach der kinematischen Gl, (22.4) 
ist 8 [© x r]. Vom Körper aus gesohen, bewegt sich Q mit der entgegengesetzt 
gleichen Geschwindigkeit wie P vom Raume aus gesehen, also mit 


b=-—[oxtl=[rxa]. 
Tabellarisch zusammengefaßt haben wir 


Als Punkt Q wählen wir den raumfesten Endpunkt des Pfeiles N und sehreiben 
daher 
aR 
ya NR ’ = ru ° 
Wir verstehen also unter dN/d$ „Veränderung im Körper“ (die Veränderung im 
Raum, die gleich Null ist, nannten wir R). 
Aus der zweiten Zeile unserer Tabelle entnehmen wir daraufhin 


) Genxo. 
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Damit haben wir bereits den vollgültigen Ausdruck der KEulerschen Differential. 
gleichungen für den kräftelreien Fall vor uns. 

Wir wollen sie in Komponenten-Gleichungen nach dem x, y, z-System um- 
schreiben. Wir nennen, wie es seit Evize üblich ist, p, q, r die Komponenten von 
&, ferner Z, M, N diejenigen von W%. Dann wird aus (1): 


2) 


Das System der z, y, 2 ist hierbei noch ganz beliebig. Legen wir aber die Richtun- 
gen der z,y,z in die der Hauptträgheitsmomente aus Gl, (22.153) und nennen, 
wie es ebenfalls seit EuLer übliolı ist, diese letsteren A, B, O, so wird nach der 
allgemeinen Beziehung in (24. 9) 

(3) 'L=4p, M=Bg, N=(r; 

(2) nimmt dabei die einfache Form an: 


d 
A =(B—Ogr; 
0) BA =(0-A)rp, 


dr 


Diese merkwürdig symmetrischen und eleganten Formeln meint man gewöhnlieh, 
wenn man von den „EuLerschen Differentialgleichungen der Rotation“ spricht. 

Wir wollen sie zunächst verailgemeinern für den Fall, daß ein äußeres Kraft- 
moment ft wirkt. Dann ist der Endpunkt des N-Pfeiles nicht mehr raumfest, 
sondern hat naclı (25. 2) die Geschwindigkeit B = M. 

Unser obiger Punkt Q bewegt sich nun, vom Körper aua gesehen, mit einer 
Geschwindigkeit, die sich aus ® = M und dp =[t x @] zusammensetst. Daher 
ändert siolı GI. (1) ab in 


6) Fanxö+n: 


und auf den rechten Seiten von (3) und (4) treten je die Komponenten von M 
nach x, y, z hinzu. 

Wir wollen dies nur im Falle des schweren symmetrischen Kreisels näher aus- 
führen, wo Mt um die Knotenlinie wirkt und nach deren positiver Richtung die 
Komponente hat 

Mu—mgssind. 

Um alle Zweideutigkeiten zu entscheiden, die in der Bedeutung der Worte 

Vertikale, Figurenachse, Knotenlinie liegen, setzen wir fest (s. Fig. 44): Die posi- 
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tive Seite der raumfesten Z-Achse weist nsch oben und definiert den „Halbstrahl 
Vertikale“. Die positive Beite der z-Achse geht durch den Schwerpunkt und defi- 
niert den ‚Halbstrehl Figurenschse“. Bie bildet mit der Vertikalen den Winkel 9. 
Die positive Richtung der Knotenlinie ist der zu der positiven 2. und z-Achse 
senkrechte Halbstrehl, der mit dem Sinne des wachsenden Winkels # eine 


t 
BT ER Zu ‘ 


Fig. 44. Zur Erklärung der EuL£uschen Winkel 


Rechleschraube bildet. s bedeutet die z-Koordinste des Schwerpunkte. Sodann 
bezeichnen wir den Winkel, unter dem die positive z-Achse gegen die Knoten- 
linie gerichtet ist,mitp. Dann werden die Komponenten von MM nach der z-, y-,2- 
Achse bzw. 


(58) mgssinhoosp, —mgssin Ösin®,0, 
und die Gleichungen (4) gehen mit B = A über in 


AP = (A—Ogr+mgssin oo, 
(6) a2 -(0—Arp-mgesindsing, 
0&=0. 
Die letzte Gleichung zeigt, daß beim sohweren (und daher um so mehr beim kräfte- 
freien) symmetrischen Kreisel gilt: 
Mm Cr=N =konst., 


was wir schon wissen. Aber wir sehen zugleich, daß die Euserschen Gleichungen 
zur weiteren Integration des sohweren Kreisela ungeeignet sind, da wir den Zu- 
sammenhang zwischen den p, q und den 9, 9 noch nicht kennen. 
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Was die p, q, r betrifft, so wollen wir hier ausdrücklich betonen, daß sie keine 
Geschwindigkeiten im gewöhnlichen Sinne sind, d. h. keine Differentialquotienten 
nach der Zeit von irgendwelchen Raum-Abmessungen. Wir können sie im An- 
schluß an den 8.43 gebrauchten Ausdruck als „niehtholonome Geschwindig- 
keitakomponenten‘ bezeichnen. Doch lassen sie sich als Vektorkomponenten aus 
den Winkelgeschwindigkeiten berechnen, die mit der zeitlichen Änderung der 
Euterachen Winkel d,%, p geometrisch verknüpft sind. Vgl. ÜbungsaufgabeIV. 2, 

Wir wollen GI. (5) noch einmal in etwas anderer Form hinschreiben, indem wir 
nicht wie dort speziell b = Mt, sondern allgemein, entsprechend der Bedeutung 
von v als „Änderungsgesohwindigkeit im Raume“, d = St aetzen. Die entstehende 
Gleichung 


. 


® -T+@xM 


gilt dann nach den Überlegungen von 8.123 für jeden (axialen oder polaren) 
Vektor. Angewandt auf den Drehungsvektor & liefert sie einfach 

18a) o= = : 

Für den Drehungsveltor & und nur für diesen ist die räumliche Anderung gleich 
der vom Körper aus beurleilten Anderung. Auf diesen Satz haben wir bereits in der 
Anm. 2 zu 8. 119 hingewiesen. 


2. Die reguläre Präzession des kräftefreien symmetrischen Kreisels 
und die Eulersche Theorie der Polschwankungen 


Auf den Kugelkreisel brauchen wir nioht näher einzugehen. Seine allgemeine 
Bewegung ist eine reine Rotation um eine körperfeste Achse. Aus den Gin. (4) 
folgt das unmittelbar, wenn wir A = B = (setzen. Diese körperfeste Achae ist, 
wie wir wissen, vgl. $ 25 unter Nr. 1, zugleich raumfest und fällt mit der Achse 
‚des Dralls zusammen, 

Wir wenden uns sogleich zum symmeirischen Kreisel B=A +0. Die dritte 
GI. (4) liefert dann 


t 


r =konst., 
wie wir schon bei GI. (7) sahen. Die beiden ersten Gleichungen sind 
d 
4A = =(4A—O)gr; 


(9) 
AU = Apr. 


Es ist bequem, sie komplex zusammensufassen. Durch Multiplikation der zweiten 
mit i und Addition beider ergibt sich 


(10) AU =i0—Ars, s=p+ig. 
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Wir sotgen zur Abkürzung 
an > amIZ4, 

und erhalten aus (10) durch Integration: 

(12) gm s,0l®!, 5, = Integrationskonstante . 


s ist die Projektion des Drehungsvektors © in die Äquatorebene des Kreisels, 
wenn wir diese als Gausssche Ebene zur Darstellung von s benutzen. GI. (12) 
besagt, daß diese Projektion einen Kreis vom Radius s, mit der konstanten Winkel- 
geschwindigkeit a beschreibt. Gleichzeitig beschreibt der Drehungsvektor & 
einen Kreiskegel um die Figurenachss; sein Öffnungswinkel ß ist gegeben 


durch 
(124) up tr, 
Dies ist das Bild der regulären Prüzession, das sich einem auf dem Kreisel befind- 
lichen Beobachter darbietet. (Für den raumfesten Beobachter dreht sich natürlich 
die Figurenachse jeweils um die Rotationsachse, die ihrerseits, wie wir wissen, 
einen Kreiskegel um die raumfeste Achse des Impulsmomentes N beschreibt.) 
Beider von uns beabsichtigten Anwendung auf die Erde ist aber gerade der Stand- 
punkt des auf dem Kreisel befindlichen Beobachters, des Erdbewohners, der 
angemessene. ö 

Die Erde ist ein abgeplatteter Kreisel. Als geomeirischen Nordpol bezeichnen 
wir den DurohstoBungspunkt der Figurenachse durch die Erdoberfläche; er ist 
im allgemeinen verschieden von dem kinematischen Nordpol, dem DurchstoBungs- 
punkt des Drehvektors durch die Erdoberfläche. Der kinematische Nordpol be- 
sohreibt nach der im vorstehenden wiedergegebenen Eurzrsohen Theorie einen 
Kreis um den geometrischen Nordpol, den Eulerschen Kreis. Als Weg des 
Drehungspols heißt er auch Polhodie. 

Ein geeignetes Maß für die Abplattung der Erde ist die sogenannte Elliptizität 
(us) Ten: 
Die Winkelgeschwindigkeit der Erde bestimmt sich aus der Länge des Tages; 
wir haben: 


(14) rwso -. ü 
Daraus folgt nach (11) 

(18) ar Togt. 
Die Rururache Periode der Präzession beträgt mithin 


(16) 37 — 300 Tage = 10 Monate. 
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Wir sind gewohnt, die Umdrehungsachse der Erde als fest im Erdkörper gelagert 
und durch die geometrischen Pole hindurohgehend anzusehen. Das trifft aber 
nicht in Strenge zu. Jede Massenverschiebung auf der Erde im Meridian mn8 
die Rotstionsachse verlagern’), jede Massenverschiebung im Breitenkreis die 
Rotationsgeschwindigkeit, also die Länge des Tages, verändern, beides auf Grund 
des Satzes vonder Konsteng des Impulsmomentes. Stellen wir uns vor, daB die Ver- 
lagerung aufgehört hat und der kinematische Pol abgelenkt ist, so würde dieser 
seine Wanderung anf dem EurLssschen 
Kreise um den geometrischen Pol anf- 
nehmen. 

Vergleichen wir nun mit diesen theore- 
tischen Ergebnissen die Beobachtungen der 
Polschwankungen, die durch internationale 
Kooperation zustande gekommen aind. Für 
die Jahre 1895 bis 1900 ergibt sich die in 
Fig. 45 skizzierte Polliodie. 

Die mittlere Ablenkung des kinemati- 
schen Pols, also der mittlere Radius des 
Eurerschen Kreises, beträgt nach diesen 
Beobachtungen in den genannten Jahren 
etwa 4” = 4 m der Erdoberfläche. Aber an- 
statt einer Periode von 10 Monaten haben 
wir nach Fig. 45 für die 4 Jahre 18061900 
34, Umläufe, was einem Umlauf in 14 Mo- 18.48, Die Polschmankungen 
naten entspricht, Nachweis der Cuanpuzrschen Periode 

Die Periode von 14 Monaten heißt nach 
ihrem Entdecker die CHANDLERSche. Man erklärt sie aus den elastischen Defor- 
mationen der Erde infolge der durch die Polsohwankungen veränderten Zentri- 
fugalwirkung. Der Elastizitätemodul der Erde ist etwa so groß wie der des Stahls. 

Die beobachtete Polhodie, wie sie in Fig. 45 dargestellt ist, läßt sioh nun auf- 
fassen als Überlagerung 1. von Schwankungen, die mit der CHAnnLERschen Periode 
erfolgen, 2. von jährlichen Sohwankungen, die offenbar meteorologisohen Ursprungs 
sind, und 3. von zeitlich unregelmäßigen Ablenkungen, die auf irgendwelche 
einmalige Massentransporte hinweisen mögen, Von der EuLerschen zehnmons- 
tigen Periode, die ja auf der idealisierten Vorstellung des starren Erdkörpere 
beruht, ist niohte zu bemerken. 

Wir haben hier, entsprechend dem Sprachgebrauch der Kreiseltheosie, die von 
EvLEr erstmalig untersuchte Bewegung der Erdachse als „‚kräftefreie Präzession‘ 
bezeichnet. Damit haben wir uns in scharfen Gegensatz begeben zu dem durch die 
Astronomie sanktionierten Sprachgebrauch. Als „astronomische Präzession‘ 
bezeichnet man nämlich bekanntlich die langsame Drehung der Erdachse um 

1) Der wirksamste Massentransport auf der Erde scheint die jährliche Wanderung des 
Luftdruckmaximums zwischen dem asistischen Kontinent und dem Pasifischen Ozean zu 
sein. ; 
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die Normale zur Ekliptik, welche das Vorrücken der Tag-und-Nachtgleichen- 
Punkte um 50” im Jahr verursacht. Diesem Betrag des Vorrückens entspricht 
als Zeit eines vollen Umlaufs der Erdachse um die Normals zur Ekliptik eine 


Periode von &yr = 28000 Jahren. Statt „Vorrücken der Tag- und-Nachtgleichen- 


Punkte“ können wir auch „Vorrüoken der Knotenlinie‘“ (Schnittlinie der Ebene 
der Ekliptik mit der Äquatorebene der Erde) sagen; wir bemerkten schon früher, 
daß unsere Bezeichnung ‚Knotenlinie“ aus der Astronomie entlehnt sei. 

Die astronomische Präzession ist keins kräftefreie, sondern eine durch die 
gemeinsame Anziehungswirkung von Sonne und Mond erzwungene Bewegung des 
Erdkreisels. 


K“ 
Fig. 46, Die astronomische Präzession der Erdachse 


Wir machen uns diese Wirkung an Hand von Fig. 46 klar, wobei wir allerdings 
bereits der Theorie des schweren symmetrischen Kreisels qualitativ vorgreifen 
müssen. 

Die Figur zeigt die Ebene der Ekliptik und in ihr einen Kreis, der mit der Masse 
von Sonne & und Mond  gleichförmig belegt zu denken ist (eigentlich zwei 
Kreise, einen Sonnen- und einen Mondkreist), die wir hier verschmolzen haben). 
Diese gleiohförmige Massenverteilung bedeutet eine zeitliche Mittelung über die 
jeweiligen Orte von Sonne und Mond während ihres relativen Umlaufs (im Sinne 
einer Gaussschen Methode der Störungsreehnung). Wir rechtfertigen diese zeit- 
liche Mittelung damit, daß die Umlaufzeiten von Sonne und Mond sehr klein sind 
gegen die oben genannte Periode der Präzession, so daß es bei dieser in keiner 
Weise auf die sugenbliekliohe Stellung von Sonne und Mond ankommen kann. 
In der Mitte des © + 3-Kreises sehen wir die Erde im Durchschnitt mit ihren 
beiden Wülsten am Äquator. Nur diese kommen für die in Rede stehende Wir- 
kung in Betracht: die Anziehung dea © + 3-Ringes strebt nämlich die Wülste, 
in die Ekliptik einzustellen, wie unmittelbar anschaulich ist. Wir haben also 
ein Drehmoment um die Knotenlinie im Sinne des an letzterer eingezeichneten Pfei- 


}) Die Wirkung des Mondes ist sogar, wegen seines kleineren Abstendes von der Erde, 
etwa doppelt s0 groß wie die der Sonne. 
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‚les. Dieses Drehmoment ist nun von der gleiohen Art wie das Drehmoment der 
Schwere an einem Kreisel, dessen Sohwerpunkt unter dem Unterstützungspunkt 
liegt. Das Ergebnis ist daher auch hier das gleiche wie beim Kreisel: Statt dem 
Drehmomente nachzugeben, weicht die Figurenachse seitlich aus und beschreibt 
einen Präzessionakegel um die Vertikale (die Normale zur Ekliptik). 

Zwar ist die reguläre Präzession nur eine partikuläre Bewegungsform des schwe- 
ren Kreisels, vgl. 8. 121; die unter den vorliegenden Umständen zu erwartende 
Bewegung wäre die dort genannte pseudoreguläre Präzession, eine Überlagerung 
der regulären Präzession mit kleinen „‚Nutationen“. Diezesind aber niohts anderes 
als die kräftefreien konischen Pendelungen der Figurenachse, also in unserem 
Falle die Polschwankungen in der EuLerschen (bzw. der daraus durch Deforma- 
tion entstehenden CHANDLERschen) Periode. Die erwartete pseudoreguläre 
Präzession entsteht also aus der astronomischen Präzession durch Hinzunahme 
dieser kräftefreien Nutationen. 

Hier haben wir abermals den zweideutigen Gebrauch eines Wortes zu entschul- 
digen, Unter Nutation versteht man aslronomisch nicht eine freie, sondern eine 
von der Mondbeuegung erzwungene Schwankung der Erdaohse, Die Mondbahn 
liegt nicht, wie wir in Fig. 46 annahmen, in der Ebene der Ekliptik, sondern ist 
um einen Winkel von 5° dagegen geneigt. Unter der gemeinsamen Wirkung von 
Sonne und Erde beschreibt ihre Normale wieder einen Präzessionskegel um die 
Normale zur Ekliptik. Diese Präzession bedeutet einen Rückgang der Mond- 
knoten (der Sohnittpunkte von Mondbahn und Ekliptik), die aber in sehr viel 
schnellerem Tempo erfolgt als das Vorrücken der Erdknoten, nämlich in 18!/, Jah- 
ren. Es ist begreiflich, daß dadurch die Erdachse ihrerseits in Mitleidenschaft 
gezogen wird: der Rüokgang der Mondknoten erzeugt die in demselben Tempo 
erfolgende astronomische Nulation der Erdachse. 


3. Die Bewegung des dreischsigen Kreisels 
Untersuchung seiner permanenten Rotationen aul ihre Stabilität 


Wir wenden uns zur Integration der Gin. (4) im Falle A = B=# ©. Multipli- 
kation derselben bzw. mit 7,9, r und Addition liefert 


di d 
Ar + Ba + or =. 
Durch Integration folgt: 
(17) AP +Bg +07) kon. = W. 


W ist die Energiekonstante, die linke Seite bedeutet die kinetische Energie in 
Übereinstimmung mit der auf die Hauptachsen spezialisierten Gl. (22.12b). 
Statt (17) kann man hiernach offenbar auch schreiben 


(178) Ex -1R.0. 
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Man kann die Gin. ($) aber auch der Reihe nach multiplizieren mit A p, Bq, 
Or; beim Addieren entsteht rechter Hand abermals Null. 2m Ergebnis der 
Integration schreiben wir . 

(18) (Ap + (Bg)? + (Or)? = konst, = NR, 

Links steht die Quadratsumme der Impulsmoment-Komponenten. Diese bleibt, 
während die Komponenten selbst bei der Bewegung variieren, wie wir wissen, 
im kräftefreien Falle invariant. 

In (17) und (18) haben wir zwei linsare homogene Gleichungen für 2°, q*, r* 

aus denen wir z, B. g? und r* durch 9% ausdrücken können: 
2zwWo—|Rt _ 
FE du u = Ze -TIBl, u-36=9. 
2wWB—|R) AB—4 
ren Yı „ar , nn 
Setzt man diese Werte von q und r in die erste Gl. ($) ein, so erhält man 
dp _B-t0 
m re | 
t ist hiernach ein elliptisches Integral erster Gattung von p, vgl. 8. 87; durch funk. 
tionentheorstische Umkehr folgt: p ist eine elliptische Funktion der Zeit. Dasselbe 
gilt natürlich von q und r. 

Aus den GIn. (17) und (18) folgt außerdem: Der Polhodiekegel ist nicht wie 
beim symmetrischen Kreisel ein Kreiskegel, sondern ein Kegel vierter Ordnung. 

Wir wollen jetzt noch die Drehungen des unsymmetrischen Kreisels um eine 
seiner drei Hauptsachen betrachten, die, wie wir wissen, vgl. $25 am Ende von 
Nr. 3, permanente Drehungen sind. Dabei setzen wir z. B. voraus 

A>B>C. 
Es soll gezeigt werden, daß die Drehungen um die Achsen des größten und kleinsten 
Heuptträgheitsmomentes stabilen, um die des mittleren inslabilen Charakter 
haben. Wir gehen von den Gin. (17) und (18) aus, die wir, was für die folgenden 
Zeichnungen bequem ist, in die Impulskoordinaten L, M, N umschreiben 


(2a) . #4 +7 = kont.; 

(21b) 2 + Mi + N! = konst, = |Nf. 

Die zweite G1. (21) ist eine Kugel vom Radius ||, die erste ein dreiachsiges 
Ellipsoid. 


Fall A. Drehung um die längste Achse des Ellipsoides (21a). Die Kagel berührt 
bei der reinen Rotation das Ellipsoid von außen im Punkte A, Fig. 47«. Ein 
kleiner Anstoß ändert im allgemeinen sowohl die Kugel wie das Ellipsoid. Aue 
dem Berührungspunkte A wird eine kleine Sohnittkurve, die aber in nächster 
Nähe von A verläuft. Es entsteht ein enger Polhodiekegel. Die ursprüngliche 
Rotation erweist sich als stabil. 

Ebenso im Falle €, Drehung um die kürzeste Achse des Ellipsoids (21a}. Die 
Kugel berührt das Ellipsoid von innen. Bei einem kleinen Anstoß geht der Be- 
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rührungspunkt wieder in eine Nachbarkurve über. Die ursprüngliche Rotation 
ist auch jetzt stabil. 

Fall B. Drehung um die mittlere Achse. Die Kugel durchseizt das Ellipsoid 
in einer Schnittkurve 4. Ordnung; ihr Doppelpunkt B (vorderer Punkt von Fig. 
47b) stellt die ursprüngliche Rotation dar. Bei einem kleinen Anstoß zerfällt 
die Schnittkurve in zwei Äste. Auf einem derselben wandert die Rotationsachse 
und entfernt sich immer weiter von ihrer Anfangslage im Körper. Die Rotation 
ist instabil, 

Es ist lehrreich, dasselbe anelytisch nachzuweisen, indem man von den Diffe- 
rentialgleichungen (4) ausgeht. Man kann zeigen (Übungsaufgabe IV. 2), daß die 


Fig. 47a. Die stabile Drehung des drei- Fig. 47b. Die instabile Drehung dos drei- 
achsigen Kreisels um die längate Achse achsigen Kreisels um die mittlere Achse 
des Trägheitsellipsoides des Trägheitsellipsoides 


durch eine kleine Störung hervorgerufenen Seitenkomponenten der Rotation 
zwei simultanen Differentielgleichungen erster Ordnung genügen, die im Falle A 
und C Lösungen von irigonomelrischem Charakter, im Falle B solche von exponen- 
tiellem Charakter besitzen (Methode der kleinen Schwingungen als Btabilitäts- 
kriterium). : 

Versuch mit einer (vollen) Streichholzschachtel: Man fasse die Schachtel 
zwischen Daumen und Zeigefinger an den Enden ihrer kürzesten Kante und schieu- 
dere sie mit Drall um diese Kante ab. Die Schachtel zeigt dauernd die Farbe ihrer 
Vorderfläche. Dasselbe konstatiert man, freilich nicht mit gleicher Deutlichkeit, 
wenn man die Schachtel an den Enden ihrer längsten Kante faßt und abschleudert. 
Faßt man sie aber an den Enden der mittleren Kante, also Reibfläche nach vom, 
so sieht man beim Abschleudern durchaus nicht die Farbe der Reibfläche, sondern 
einen deutlichen Wechsel der Farben. 

Ein anderes frappantes Beispiel von Instabilität eines Bewegungszustandes, 
bei welchem aber das Moment der Schwerkraft wesentlich mitwirkt, so daß die 
Inversionssymmetrie des Polhodiekegela verlorengeht, ist dieses: Man findet in 
der Natur gelegentlich glatt geschliffene, flache Kiesel, die, auf einer ebenen 
Unterlage in Rotation um ihre vertikale Achse versetzt, nur in einer der beiden 
Drehrichtungen stabile Bewegung zeigen; in der anderen geraten sie in heftiges 
Wuckeln, das schließlich in die ihrem Anfangsdrall entgegengesetzte stabile 
Rotation ausläuft. Dasselbe beobachtet man oft an kleinen Taschenmessern 
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(sog. Federmessern), wenn man sie im zusammengeklappten Zustand hoohkant 
aufstellt und leiss anstößt, 

Ein geometrisch wohldefinierter, aufklärender Versuch dazu ist folgender: 
Man nehme das Holzmodell eines dreiachsigen flachen Ellipsoides, Hauptachsen 
a, b,c, und versche es mit einem Metallbügel, der sich in seiner ursprünglichen 
Lage der oberen Ellipsoidfläche im Schnitt @ c derselben anschmiegt und um die 
kurze c-Achse drehbar ist, aber innerhalb jedes Versuches festgeklemmt wird. 
In der Lage a c stört er die Symmetrie der Massenverteilung nicht: beide Dreh. 
richtungen sind dann gleich stabil. Wird er aber aus dieser Lage ein wenig heraus- 
gedreht, so werden ‘gleichzeitig die beiden Hauptträgheitsachsen a, 5 um einen 
gewissen Winkel y verdreht, während die Symmetrie der Auflagefläche, gegeben 
durch die beiden Hauptkrümmungslinien in den Ebenen 4 e und bc, ungeändert 
bleibt. Dadurch ist die Drehrichtung im Sinne des spitzen Winkels „ vor der ent- 
gegengesetzten geometrisch ausgezeichnet. Die erstere ist stabil, die letztere 
instabil, nämlich von Rollbewegungen begleitet, die zeitlich zunehmen. 

Eine elegantere, aber schwerer realisierbare Form des Versuchs ist folgende 
(G. T. Warker führte sie uns im Trinity College, Cambridge 1899, vor): Das 
dreischsige Ellipeoid besteht aus Messingblech; eine gewisse kreisförmig be- 
grenzte Umgebung des Auflagepunktes ist ausgestanzt und gegen das übrige 
Gehäuse beweglich. Durch eine kleine Verdrehung desselben werden die Krim. 
mungsverhältnisse der in Betracht kommenden Auflageflächen gegen die fast 
ungeändert bleibende Trägheitsverteilung des Gehäuses verstellbar, ohne daß 
äußerlich etwas davon zu merken ist. Wieder ist die eine Rotationsrichtung vor 
der anderen ausgezeichnet. 

Diese Versuche mit dem dreiachsigen Ellipsoid liefern zugleich einen ausrei- 
chenden Ersatz für die analytische Theorie der Erscheinung. Eine solche müßte 
die Rollschwingungen untersuchen, welche bei einer kleinen Störung die Drehung 
in’der einen und anderen Richtung begleiten können; sie würde zeigen, daß die 
charakteristische Gleichung für die Frequenz derselben im einen Falle nur reelle, 
‘ im anderen Fall auch komplexe Wurzeln hat. Im ersten Fall schließt man auf 
Stabilität, im zweiten Fall auf Instabilität der Rotation, nämlich auf zeitliches 
Anwachsen der Störung. Ansätze zu dieser Behandlung findet man in dem $ 42 
zitierten Treatise von ROUTE, advanced part, art. 241 u. ff. 


8 27. Demonstrationsversuche zur Kreiseltheorie 
und technische Anwendungen derselben 


Wir beschreiben zunächst die wohlbekannte Vorrichtung des Cardanischen 
Gehänges, mit der sioh die Kreiselversuche besonders eindrucksvoll vorführen 
lassen!). 


!) Hierzu hat mir duroh lange Jahre hindurch ein „Torpedekreisel‘‘ gedient, wie er 
um 1900 für die Zwecke des Onpyschen Geradlaufspparates (s. u.) in einer Marinowerk- 
statt bei Kiel hergestellt wurde. Unsere Abbildung demselben (Fig. 48) ist aus der ‚‚Marine- 
Rundschau‘‘ für 1899 entnommen. 
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Das Gehäuse besteht aus einem äußeren und einem inneren Ringe. Der äußere 
Ring hat eine vertikale, im Gestell gelagerte Achse, der innere Ring eine horizon- 
tale Achse, die im äußeren Ring gelagert ist. Im inneren Ring läuft der Schwung- 
ring in Zapfen um, deren Verbindungslinie senkrecht auf der Drehachse des 
inneren Ringes steht. Die Fig. 48 zeigt die Sohwungringachse senkrecht zum 
äußeren Ring weisend, wobei der innere Ring horizontal zu liegen kommt. Wir 
nennen diese Anfangsstellung des Apparates seine Normallage. 

An der Achse des Schwungringes befindet sich eine Aufziehvorriebtung, die 
es gestattet, dem Schwungring in seiner Normallage bei ruhendem äußerem 


Fig. 48. Der Kreisel im Carpanıschen 
Gehänge, Drehachse des &ußeren Ringes 
== Vertikale, Drehachse des inneren 
Ringes = Horizontale von vorn nach 
hinten, Drehachse des Schwungringes 
== Horizontale von links nach rechts 


und innerem Ringe einen so erheblichen Drall zu erteilen, daß alle Erschemungen 
wesentlich durch diesen bestimmt werden, während man von der Masse des 
äußeren nnd inneren Ringes als unwesentlich absehen kann. 

“Bei den folgenden Versuchen wird starker Drall und anfängliche Normallage 
vorausgesetzt. 
. 1. Wirüben auf den inneren Ring einen leisen Druck nach unten hin aus. Dieser 
Ring gibt nicht nach, sondern der äußere Ring dreht sich, so daß die Figurenachse 
des Sohwungringes horizontal nach hinten oder vorn ausweicht, je nach der Lage 
des Drnckpunktes. Statt den inneren Ring zu drücken, können wir ihn auch durch 
ein leiobtes Gewicht einseitig beschweren. Der Kreisel beschreibt dann, solange 
sein Drell hinreichend groß ist, eine reguläre Präzession mit horizontaler Figuren- 
achse, 

2. Wirdrücken auf den äußeren Ring. Dieser bleibt unbeweglich, dagegen dreht 
sich der innere Ring aus seiner horizontalen Lage heraus nach oben oder unten je 
nach dem Sinne des Drucks auf den äußeren Ring. Wir können sogar auf den 
äußeren Ring einen kräftigen Schlag ausführen, ohne daß er merklich nachgibt. 
Man sieht dann nur eine schnelle konische Pendelung der Figurenachse um eine 
der Normallage benachbarte Achse. Der Apparat ist so gut gearbeitet, daß er 
starke Schläge mit der Faust aushält. ü 

3. Wenn der Druck auf den äußeren Ring anhält und sich, bei fortgesetzter 
Drehung des inneren Ringes, die Figurenachse der Vertikalen nähert, so hört 
die Widerstandsfähigkeit des äußeren Ringes mehr und mehr auf. Man kann 
dann den äußeren Ring ohne Mühe in schnelle Rotation versetzen, aber nur in 
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demjenigen Sinne, der der ursprünglich ausgeüblen  Druckrichtung enlspricht. 
Versucht man den äußeren Rimg im umgekehrten Sinne zu drehen, so revoliiert 
der Schwungring: seine Figurenachse strebt plötzlich in die entgegengesetzte 
Richtung, indem sich der innere Ring um 180° dreht. Jetzt können wir den äuße- 
ren Ring zwar in diesem umgekehrten Sinne widerstandslos drehen, aber wir 
bewirken ein abermaliges Umsohlagen, wenn wir zu dem ursprünglichen Drehsinn 
des äußeren Ringes zurückkehren. 

4. Dies ist die von FoucauLt hervorgehobene Tendenz zum homologen oder 
gleichsinnigen Parallelismus der Drehachsen. Die Figurenachse ist in aufrechter 
Lage stabil, solange der Sinn des Dralis mit dem Drehsinn des äußeren Ringes 
übereinstimmt. Bei entgegengesstztem Drehsinn ist sie in dieser Lage hochgradig 
instabil und beruhigt sich erst, wenn die umgekehrte Lage erreiolit ist, in der 
nunmehr homologer Parallelismus der beiden Drehachsen herrscht, Bei geeignetem 
rhythmischen Wechsel des Druckes auf den äußeren Ring kann man den Schwung- 
ring zu fortgesetztem Umschlagen um die Achse des inneren Ringes veranlassen. 

5. Wenn man den inneren Ring an den äußeren fesselt, also seine Beweglichkeit 
aufhebt, 30 ist die Widerstandsfähigkeit des Kreiselszerstört. Er folgt dann willen- 
los jedem Druck aufden äußeren Ring, genauso, als ob sein Drall nicht vorhanden 
wäre. Typische Kreiselwirkungen treten nur beim Kreisel von drei Freiheilsgraden 
auf und fehlen bei dem von zwei Freiheitsgraden. Man kann aber den fehlenden 
Freiheitsgrad ersetzen, wenn man den Kreisel auf der früher 8. 66 beschriebenen 
Drehscheibe befestigt, und zwar so, daß die (bisher vertikale) Achse des äußeren 
Ringes mit der (jetzt vertikalen) Achse der Drehscheibe einen nicht zu kleinen 
Winkel bildet. Dann schwingt der Kreisel von zwei Freiheitsgraden nach der 
Achse der Drehscheibe hin wie eine Kompaßnadel nach dem Nordpol, nämlich 
im Sinne des homologen Parallelismus, also mit dem einen oder anderen Ende 
der Figurenachse, je nachdem man die Drehscheibe im einen oder anderen Sinne 
rotieren läßt. 

Der Erklärungsgrund für alle diese Erscheinungen liegt im Fundamental- 
satz (25.5) 


‚D IN EM di. 


1. Bei einem Druck auf den inneren Ring hat M eine horizontale, mit der Droh- 
achse des inneren Ringes zusammenfallende Achse, Der Drall R ist in unserer 
Fig. 48 nach rechts oder links gerichtet und wird durch | seitlich abgelenkt. 
Wenn wir also annehmen dürfen, daß die mit der Drallachse ursprünglich zu- 
sammenfallende Figurenachse jener dauernd folgt, s0 haben wir das seitliche Aus- 
weichen der Figurenachse, also die Drehung des äußeren Ringes, erklärt. Daß 
diese Annahme bei hinreichend starkem Dral tatsächlich zutrifft, werden wir 
allerdings erst später in $ 35 begründen (vgl. die auge Ausführungen über die 
pseudoreguläre Präzession). 

2. Bei einem Druck auf den äußeren Ring hat I eine vertikale Achse. Der 
ursprünglich horizontal nach rechts oder links gerichtete Drall wird nach oben 
oder unten abgelenkt. Wir haben also, unter der gleichen Annahme wie soeben, 


$ 27 Demonstrationsversuche zur Kreiselthsorie u. techn. Anwendungen derselben 136 


eine Drehung desinneren Ringes. Bei einem sehr starken Schlag gogen den äußeren 
Ring ist unsere Annshme betr. das Zusammengehen von Drall- und Figurenschse 
nur angenähert richtig; dann tritt die genannte konische Pondelung auf, die einen 
kleinen Unterschied von Drall- und Figurenachse verrät. 

3.und 4. Bei nahezu aufrechter Drallachse wird durch eine Drehung des äußeren 
Ringes in dem zur Rotation des Schwungringes homologen Sinn die Drallschse 
weiter aufgeriohtet, Äußerer, innerer und Schwungring rotieren dann als Ganzes 
um die Vortikale. Die Widerstandsfähigkeit des äußeren Ringes ist gesohwunden. 
Bei der Drehung des äußeren Ringes im umgekehrten, nichthomologen Sinn 
genügt eine kleine Abweichnng der Drallachse von der Vertikalen, um jene von 
dieser zu entfernen; die nahezu aufrechte Lage des Schwungringes erweist sich 
gegenüber dieser nichthomologen Drehung als instabil, 

5. Bei Fesselung des inneren an den äußeren Ring ist die Drallachse gehindert, 
sich vertikal zu verlagern, wenn ihr durch Drehung des äußeren Ringes ein Mo- 
ment I von vertikaler Achse aufgezwungen wird. Diese überträgt sich deshalb 
auf das ganze System, Das ist deshalb möglich, weil die dabei entstehende Ver- 
lagerung der Drallachse in horizontaler Richtung, dank der starren Verbindung 
von innerem und äußerem Ringe, durch die Lager des äußeren Ringes kompensiert 
werden kann. Anders auf dem Drehschemel, wo die Drallachse dem aufgezwun- 
genen IR wenigstens teilweise folgen kann, was die Weisung der Figurenachse 
nach der Achse des Drehschemels zur Folge hat. 

Wir gehen jetzt einige technische Anwendungen durch. Dabei sei gleich im 
voraus bemerkt, daß unsere Angaben sich vielfach auf ältere Ausführungen be- 
siehen. 


a) Der Schiffskreisel und Verwandtes 


BESsSEMuR, dessen Name sus der Metallurgie berühmt ist, baute um 1870 für 
die Schiffahrt auf dem Ärmelkanal eine Salonksjüte, die um eine Längsachse 
des Schiffes beweglich aufgehängt war und durch ein Schwungrad gegen Schlinger- 
bewegung stabilisiert werden sollte. Das Schwungrad war aber fest in der Kajüte 
gelagert, entbehrte also des erforderlichen dritten Freiheitsgrades (vgl. oben unter 
6). Infolgedessen war die Konstruktion verfehlt und wurde bald aufgegeben. 

Erfolgreich wer bei diesem Problem sowie bei dem des Massenausgleichs 
(8. 67) O. ScHLior. Der Schwungring, der bei der Ausführung auf dem Dampfer 
„Silvana' der Hamburg-Amerika-Linie 5100 kg Gewicht, 1,6 m Durchmesser 
bei 1800 U/min (= 150 m/s Umfangsgeschwindigkeit) hatte, ist in einem Rahmen 
befestigt, der wie ein Pendel um eine querschiffs gelagerte Achse schwingen kann, 
wobei die Figurenachse des Schwungringes in der vertikalen Längsebene des 
Schiffes ausschwingt. Dieser Rahmen entspricht dem inneren Ring unseres 
Versuchskreisels, der Schiffskörper selbat dem äußeren. An die Stelle der Verti- 
kalen von Fig. 48 tritt jetzt die Längsaohse des Schiffes, den früheren Drehungen 
um die Vertikale entsprechen die Schlingerbewegungen des Schiffes. Die erforder- 
lichen drei Freiheitsgrade sind also diese Schlingerbewegungen, die Schwingungen 
des Rahmens und die Eigenrotation des Schwungringes. Beim Schlingern schlägt 
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die in der Normallage vertikale Figurenachse nebst Rahmen abwechselnd nach 
vorn oder hinten aus, wobei die Energie der Schlingerbewegung in die Bewegungs- 
und Lagenenergie des Rahmens übergeleitet wird. Schlingern des Schiffes und 
Pendeln des Rahmens sind nun miteinander gekoppelt; wenn die zugehörigen 
beiden Eigenschwingungen im besonderen in Resonanz stehen, liegen die Ver- 
hältnisse ähnlich wie bei den sympathischen Pendeln. Allerdings ist dadurch 
noch keine Dämpfung der Schiffsschwingung bewirkt. Aber es ist nun möglich, 
die Pendelenergie des Rahmens und damit zugleich die Schlingerenergie des Schiffes 
durch eine um die Lagerzapfen des Rahmens wirkende Bremsung zu absorbieren, 
ähnlich wie man die Geschwindigkeit eines Wagens duroh eine dem Rad angelegte 
Bremse vermindert. Natürlich darf die Bremswirkung am Rahmen nicht so 
stark sein, daß sie das Ausschlagen der Kreiselachse überhaupt verhindert; dann 
bätten wir ja wieder den wirkungsiosen Kreisel von zwei Freiheitsgraden. Daß 
es ein geeignetes Mittelmaß der Bremsung gibt, zeigen die aufgenommenen Sohlin- 
ger-Diagramme: die ursprünglichen Ausschläge des Schiffes wurden beim Ein- 
sohelten des Kreisels fast momentan auf 1/10 bis 1/20 der Amplitude herunter- 
gesetzt. wobei die Ausschläge des Rahmens 30° bis 40° betrugen, 

Daß der Schiffskreisel trotzdem keine ausgebreitete Anwendung gefunden hat, 
liegt teils an der Gefährlichkeit der Konstruktion (ein schnell rotierender, massiger 
Sohwungring ist ein bedenklioher Passagier), teils daran, daß ihm in dem Fraunm- 
schen Schlingertenk ein auf ganz anderen Prinzipien beruhender, noch erfolgrei- 
cherer Konkurrent entstanden ist. 

Ein mit dem vorigen zusammenhängendes Problem ist das der Stabilisierung 
einer im Schiff drehbar angeordneten Plattform durch Kreiselwirkungen. Wir 
wissen nioht, wieweit diesos Problem praktisch gelöst ist; gearbeitet ist natürlich 
daran schon lange, und zwar in alien Ländern, 


b) Der Kreiselkompaß 


Dies ist die feinste und am besten durchgearbeitete Kreiselkonstruktion. Ihre 
Idee geht auf Fovcaur zurück. Nachdem dieser die Erdrotation durch seine 
Pendelversuche nachgewiesen hatte (vgl.Kap.V, $31), faßte er den Plan, 
dasselbe mit dem Kreisel zu erreichen. Von seinen verschiedenen Ansätzen dazu 
sei insbesondere genannt der Ersatz des Magnetkompasses durch einen in die 
Horizontalebene gefesselten Kreisel von zwei Freiheitsgraden, der dann, statt 
nach dem magnetischen Nordpol, direkt nach dem Drehpol der Erde, dem eigent- 
lichen kinematischen Nordpol, weist. Wir haben diese Anordnung im Grunde schon 
unter Nr. 5 unserer Demonstrationsversuche besehrieben, als wir den Kreisel 
mit festgestelltem inneren Ring auf die Drehscheibe setzten. Der Drehscheibe 
entsprioht jetzt die rotierende Erde. Ein Unterschied besteht nur darin, daß wir 
der Drehscheibe eine beliebig starke Winkelgesohwindigkeit geben konnten und 
daher einen sehr kräftigen Einstelleffekt bekamen, daß aber die Winkelgeschwin- 
digkeit der Erde sehr klein und daher die Einstellung des „Foucauutsohen 
Gyroskops“ sehr langsam erfolgt. Wir bemerkten dort, daß die Drehachse des 
äußeren Ringes einen nicht zu kleinen Winkel mit der Achse der Drehscheibe 
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bilden sollte. Diesem Winkel entspricht bei der Erde das Komplement der 
geographischen Breite des Beobachtungsortes. Im Nord- und Südpol der Erde, 
wo dieser Winkel Null ist, hört die Richtwirkung des Kreiselsauf. Allgemein ist sie 
der Winkelgeschwindigkeit der Erde, dem Drall des Kreisels und dem Sinus des 
genannten Winkels proportional, 

Fovcauuss Versuche führten nur zu Andeutungen des Effektes. Die volle 
Durchführung erreichte aber in immer wieder verbesserten Konstruktionen 
HERMANN ANSCHÜTZ-KAEMPFE. Sein ursprüngliches Ziel war, den Nordpol mit 
einem Unterseeboot unter dem Treibeis hindurob zu erreiohen. Da nun die Anzeige 
des Magnetkompasses in der Nähe des Nordpols sehr ungenau wird und im Unter- 
seeboot völlig versagt, faßte er den Plan, sich des Kreisels als Riohtungsweiser 
zu bedienen. In Verfolgung dieses Planes gelangte er zwar nicht zum Nordpol, 
aber durch jahrzehntelange Erprobungen zu einem für die Schiffahrt unentbehr- 
lichen Idealapparat. 

Der AnscHürzsche Kreisel ist nicht, wie wir beim Fovcausnschen Gyroskop 
annahmen, an die Horizontalebene gefesselt, sondern wird wie ein Pendel durch 
sein Gewicht nach dieser zurückgezogen. Ursprünglich war er in einem Queck- 
silbertrog schwimmend angeordnet, Spätere Konstruktionen benutzten zwei oder 
drei Kreisel, deren Wirkungen sich gegenseitig verstärken und korrigieren. Der 
Drall der Kreisel wird durch elektrischen Antrieb konstant gehalten, Das ganze 
System ist bei der letzten von AnscH0rz herrührenden Konstruktion in eine 
Kugel eingeschlossen, die mit engem Spielraum in einer zweiten Kugel fast rei- 
bungsfrei schwimmt. Da der Apparat Fahrten von Monaten machen muß, ohne 
daß er berührt werden darf, so mußte für eine besonders sinnreiche automatische 
Schmierung der Achslager gesorgt werden. 

Von besonderer Bedeutung sind Maßnahmen, die dazu dienen, die schädlichen 
Einflüsse der Eigenbewegung des Schiffes abzuwenden. Wenn das Schiff in 
einer Kurve fährt oder seine Geschwindigkeit ändert, unterliegt sein Kreisel- 
kompaß, da er pendelnd an die Horizontalebene gefesselt ist, den auftretenden 
Trägheitskräften. Diese drücken auf die Figurenachse, so daß diese ausweichen 
muß, was Mißweisungen veranlassen würde. Men kann zeigen, daß die Eigen- 
bewegung unschädlich wird, wenn die freie Schwingung der Kompeßnadel um 
den Meridian diejenige Dauer hat, die einem mathematischen Pendel von der 
Länge des Erdredius 


R= 2. 10’m 
zukommen würde, nämlich 


7= 22V = Yon. 1008 = 844 min 


[SchuLerscher Satz, von GLITSCHER?) vervollständigt]. 
Eine sohöne, friedliche Anwendung des AnschÜrz-Kompasses ist die selbsttätige 
Kreiselsteuerung der Ozeandampfer. Damit das Schiff den gewünschten Kurs 


1) Vgl. Wissensch. Veröffentl. aus den Siemenswerken, Bd. 10 (1940), 57. 
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trotz Wellenbewegung und Meeresströmungen einhalten kann, ist die fortgesetzte 
Aufmerksamkeit des Steuermanns und die entsprechende Gegenwirkung der 
Steuermaschine erforderlich. Aber diese Gegenwirkung kommt immer um eine 
gewisse Zeit zu spät und veranlaßt dadurch Fahrtverluste. Dagegen ist der Kreisel. 
kompaß ein Sinnesorgan, welches viel präziser und behender wahrnimmt als der 
Mensch und welohes seine Gegenmaßnahmen momentan trifft. Die Fahrt wird 
durch diese Gegenmaßnahmen fast strenge geradlinig (eigentlich loxodromisch), 
was eine beträchtliche Energisersparnis bedeutet. Jeder größere Passagierdampfer 
ist daher jetzt mit dieser automatischen Steuervorrichtung versehen. 


c) Kreiselwirkung bei Hissnbalmrädern und beim Fahrrad 

Der rollende Radsatz des Eisenbahnwagens stellt einen Kreisel dar, dessen Drall 
im Schnellbetrieb erheblich werden kann. Um ihn beim Durchfahren einer Kurve 
jeweils in die durch die Kurvennormale bestimmte Lage abzulenken, gehört 
nech Gl. (1) ein Drehmoment I, dessen Achse im Sinne der Fahrtrichtung liegt. 
Ds ein solches nicht ausgeübt wird, tritt als „„Kreiselwirkung‘ ein Gegenmoment 
auf, welches den Radsatz gegen die äußere Schiene andrückt und von der inneren 
Schiene abhebt. Es addiert sich zu deın Moment der Zentrifugalkraft um die 
Fahrtrichtung, dem ja durch Überhöhung der äußeren Schiene im Eisenbahnbau 
Rechnung getragen wird. Beide Momente haben die Form 

mvw; 
v ist die Fahrgesohwindigkeit, » die Winkelgesohwindigkeit in der Kurve, wobei 
e&ber m in unserem Falle die auf den Umfang reduzierte Masse des Radsatzes, bei 
der Zentrifugalkraft die auf den Radsatz entfallende Gesamtmasse des Wagens ist, 
Unser Kreiselmoment ist also sehr klein gegen das Moment der Zentrifugalkraft; 
man könnte ihm durch eine geringe zusätzliohe Überhöhung der äußeren Schiene 
Rechnung tragen. 

Bedenklicher sind irgendwelche Unregelmäßigkeiten in der vertikalen Gleis. 
führung, sagen wir ein „Gleisbuokel“ (such die beginnende und abnehmende 
Überhöhung am Anfang und Ende einer Kurve gehören hierher), 

Hierdurch tritt eine Ablenkung des Dralls in vertikaler Richtung, also ein 
Gegenmoment um die Vertikale auf, welches den Radsatz aus den Schienen her- 
auszuwinden sucht und die Flanschen der Räder innerhalb des von den Schienen 
zugelassenen Spielraums abwechselnd an die eine oder andere Schiene proßt. 
Dies hat man bei Probefahrten mit elektrischen Schnellbahnen in der Tat beob- 
schtet. Zur dauernden Kontrolle der genauen Gleislage werden von der Reichs- 
bahn Probewagen mit Kreiselvorrichtung benutzt, die von der Firma Ansoutrz 
hergestellt werden. 

Das Fahrrad ist ein zweifäch nichtholonomes System; es hat nämlich!) bei 
fünf Freiheitsgraden im Endlichen nur drei im Unendlichkleinen (Drehung des 
Hinterrades in seiner jeweiligen Ebene, mit der die Drehung des Vorderrades 
durch die Bedingung seines Abrollens gekoppelt ist, Drehung um die Lenkstange 
und gemeinsame Drehung von Vorder- und Hinterrad um die Verbindungslinie 


!) Wie das Rad in Übungsanfgabe II. 1. 
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ihrer Auflagepunkte als Achse), sofern man nämlich von den Freiheitegraden des 
Fahrers absicht. Wie bekannt, beruht die Stabilität dieses Systems bei hinreichend 
schneller Geschwindigkeit darauf, daß der Fahrer, sei es duroh Drehung an der 
Lenkstange, sei es durch unwillkürliche Körperbewegungen, geeignete Zentrifugal- 
wirkungen auslöst. Daß die Kreigelwirkungen der Räder neben diesen sehr sehwaoh 
sind, sieht man an dem Bau des Rades: Wollte man sie verstärken, so müßte man 
die Räder, statt sie möglichst leicht zu halten, mit schweren Radreifen versehen. 
Trotzdem läßt sich zeigen!), daß diese schwachen Kreiselwirkungen zur Stabilität 
ihren Beitrag kefern. Das liegt daran, daß sie, ähnlich wie bei der automatischen 
Kreiselsteuerung der Schiffe, sohneller gegen eine eingeleitete Senkung des Sohwer- 
punkte reagieren als die Zentrifugalwirkungen: Bei den kleinen Schwingungen, 
die man zur Prüfung der Stabilität zu betrachten hat, ist die Kreiselwirkung nur 
um eine Viertelschwingung, die Zentrifugalwirkung um eine halbe Schwingung 
gegen die Schwerpunktsschwingung verschoben. 


Anhang: Die Mechanik des Billardspiels 

Ein reiches Feld für die Anwendungen der Dynamik des starren Körpers 
eröffnet das schöne Billardspiel. Einer der großen Namen in der Geschichte der 
Mechanik, der von COBJOLIS, ist mit ihm verknüpft?), 

Die folgenden Ausführungen bezwecken hauptsächlich, einige Übungsaufgaben 
zu erläutern, die wir darüber stellen werden. Bei diesen kommt außer der Dyna- 
mik des rollenden und gleitenden Balles auch die Theorie der Reibung auf dem 
Billardtuch zur Geltung. 


1. Hohe und tiefe Stöße 

Der geübte Spieler gibt dem Ball fast immer ein seitliches „Effet“. Wir wollen 
aber zunächst Stöße ohne Effet betrachten, bei denen also das Queue den Ball 
in seiner vertikalen Mittelebene, und zwar in horizontaler Richtung, trifft. Man 
unterscheidet hohe und tiefe Stöße. 

Von einem hohen Stoß sprechen wir, wenn der Treffpunkt oberhalb ”/,«, von der 
Ebene des Billards aus gerechnet, liegt (a ist der Radius des Balls), von einem 
tiefen Stoße, wenn der Ball unterhalb "/,a getroffen wird; vgl. hierzu und zum 
folgenden Übungsaufgabe IV.3. Nur wenn der Stoß genau in dieser Höhs erfolgt, 
findet von Anfang an reines Rollen statt; dann ist nämlich vermöge des 8.56 
angegebenen Trägheitsmomentes der Kugel die auf den Ball übertragene Drehung 
gerade so groß, daß die ihr entsprechende Umfangsgesohwindigkeit im Auflager- 
punkte genau entgegengesetzt gleich ist der Vorwärtsbewegung des Balles, womit 
die Bedingung des reinen Rollens, Gl. (11. 10), erfüllt ist. 


3) Vgl. F. Kızın u. A. SommerrELD, Theorie des Kreisels. Heft IV, 8.880 u. 1. Natür- 
lich muß man, um die Stabilitätsbetrachtung durchführen zu können, die Mitwirkung des 
Fahrers ausschalten: er muß nicht nur freihändig, sondern such mit unbeweglichem Körper 
fahren und soll allein durch sein Gewicht wirken. — Auch über die anderen Anwendungen 
und über lie mathematische Begründung der Kreiseltheorie findet man hier ausführliches 
Material. : 

2) G. CoRioLıs, Thöorie mathematique des effete du jeu de billard. Paris 1838. - 


140 IV. Der starre Körper ” 


Bei hohen Stößen weist die von der Drehung herrührende Umfangsgeschwindig- 
keit des Berührungspunktes in die umgekehrte Richtung wie die Schwerpunkts- 
geschwindigkeit des Balles und überwiegt diese letztere. Die Reibung am Tuch 
wirkt dem Gesohwindigkeitsüberschuß (Umfangsgeschwindigkeit-Vorwärtabe- 
wegung) entgegen, vergrößert also die ursprüngliche Schwerpunktsgeschwindig- 
keit, Die Reibung wirkt bei hohen Stößen im Sinne des Stoßes, Die Endgeschwin- 
digkeit des reinen Rollens, die sich einstellt, wenn die Reibung den Geschwindig- 
keitsüberschuß aufgezehrt hat, ist größer als die Anfangsgeschwindigkeit. Hoch- 
gestoßene Bälle laufen lange und verraten im allgemeinen den geübten Spieler. 

Bei tiefen Stößen weist die Umfangsgeschwindigkeit im Berührungspunkt 
entweder nach rückwärts, ist dann aber kleiner als die Vorwärtsgeschwindigkeit, 
oder sie weist bei noch tieferen Stößen nach vorwärts. In beiden Fällen wirkt die 
Reibung der ursprünglichen Stoßrichtung entgegen. Die Endgeschwindigkeit des 
reinen Rollens ist kleiner als die Anfangsgeschwindigkeit. 

Was die Stoßgröße 9 betrifft (Dimension kp-s), so ist: sie natürlich aufzu- 
fassen als das Zeitintegral einer in der Queuerichtung wirkenden, sehr starken 
Kraft von der sehr kurzen Dauer 7 ; 


S=-/ Fa. 
8 


Entsprechend wird das Stoßmoment, bezogen auf den Mittelpunkt des Balls, 

gegeben durch ” 

Sh=/Fhdt, 
° 


wo hgleich dem Abstand des Mittelpunktes von der Queueachse ist; der Momenten- 
pfeil steht senkrecht auf der durch beide gelegten Ebene. Bei den bisher betrach- 
teten Stößen ohne Effet ist dieser Pfeil horizontal und senkrecht gegen die Mittel- 
ebene gerichtet. 


2. Nachläufer und Zurückzieher 

Trifft der hochgestoßene Ball zentral auf einen der beiden anderen Bälle, so 
überträgt er wegen Massengleichheit seine ganze Vorwärtsbewegung auf diesen, 
vel. (8.278); er behält aber seine Rotationsbewegung bei (unter Vernachlässi- 
gung der Reibung zwischen beiden Bällen während der kurzen Dauer ihrer Be- 
rührung). Der Mittelpunkt des stoßenden Balles befindet sich also unmittelbar 
nach dem Stoße momentan in Ruhe, während gleichzeitig sein unterster Punkt 
an dem Billardtuch gleitet. Die dabei entstehende, zeitlich konstante Reibung 
wirkt im Sinne der ursprünglichen Vorwärtsbewegung, während gleichzeitig 
ihr Moment um den Mittelpunkt die vorhandene Drehung verzögert. Der Ball 
wird also von der Ruhe aus allmählich beschleunigt, während gleichzeitig seine 
Drehung abnimmt. Die Beschleunigung hört auf, wenn die Umfangsgeschwindig- 
keit der Drehung am Tuch gleich der Vorwärtsbewegung geworden ist, worauf 
reines Rollen eintritt. Der Ball rollt dann mit konstanter Endgeschwindigkeit 
weiter (von der Wirkung der sehr langsam wirkenden rollenden Reibung wollen 
wir absehen). Dies ist die T’keorie des Nachläujers. 
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Auch der tiefgesioßene Ball gibt seine Schwerpunktsgesohwindigkeit an den 
gestoßenen Ball ab und befindet sich momentan in Ruhe. Wir wollen annehmen, 
daß der Ball sehr tief, jedenfalls unterhalb des Mittelpunktes gestoßen wurde, so 
daß die ihm verbleibende Umfangsgeschwindigkeit nach vorn gerichtet ist. Die 
Reibung wirkt dann nach rückwärts. Der Ballsetzt sich mit konstanter Beschleuni- 
gung nach rückwärts in Bewegung, während gleichzeitig seine Drehung abnimmt, 
bis reines Rollen eintritt. Dies ist die Theorie des Zurückziehers. 

Da die gleitende Reibung unabhängig von der Geschwindigkeit ist, wird der 
zeitliche Verlauf sowohl der Schwerpunktsgesohwindigkeit » wie der Umfangs- 
geschwindigkeit u =sw linear. Die bisher betrachteten Aufgaben lassen sich 
daher statt in Formeln bequemer graphisch behandeln in einem Diagramm, in 
dem man die jeweiligen Werte von v und u als Ordinaten zur Abszisse t aufträgt; 
Übungsaufgabe IV. 3. 


8. Bahueu mit Effet bei horizoutaler Stoßrichtung 


Wenn der Ball nicht in der Mittelebene, sondern mit seitlichem Rechts- oder 
Links-Ejfet gestoßen wird, so verläuft die Bahn bei horizonialer Stoßrichtung 
immer noch in der geraden Linie des Anfangsstoßes, 

Die Ebene des Stoßmomentes ist aber jetzt bei Reohts- oder Links-Effet gegen 
die vertikale Mittelebene nach rechts oder links geneigt, so jedoch, daß ihre 
Normale in der zur Mittelebene senkrechten Querebene durch den Mittelpunkt 
enthalten ist. Diese Normale ist die Achse des Momentenpfeiles. Man kann letzte- 
ren zerlegen in eine vertikale Komponente und eine horizontale Querkomponente, 
Die erstere bewirkt eine Drehung um den vertikalen Durchmesser des Balles und 
erzeugt eine kleine „bohrende Reibung“ auf dem Tuch, die aber ohne Einfluß 
auf die Bahn des Balles ist. Die Querkomponente andererseits wirkt ebenso wie 
bei den unter 1. und 2. betrachteten Stößen, so daß sich die dortigen Ergebnisse 
ohne weiteres auf unsere jetzigen Stöße mit Effet übertragen. Insbesondere bleibt 
also die Bahn auch jetzt geradlinig. 

Die Rotation um den vertikalen Durchmesser äußert sich aber beim Zusammen- 
stoß des Balles mit einer Bande oder mit einem zweiten Ball. Im ersten Falle 
tritt eine Reibung an der Bande auf, welche den Ball, vom Spieler aus gesehen, 
nach rechts bei Rechts-Effet, nach links bei Links-Effet ablenkt. Der Refle- 
xionswinkel, welcher bei Bällen ohne Effet dem Einfallswinkel gleich ist, wird 
daduroh abgeändert, und zwar 2o, daß die reflektierte Bahn von der Richtung 
der regulären, gleichwinklig reflektierten Bahn aus im Pfeilsinne des dem Ball 
erteilen Effeis geäreht wird. Diese Erscheinung ist jedem Billardspieler geläufig, 
Gleichzeitig mit der Reibungskraft tritt ein Reibungsmoment um die Vertikale 
auf, welohes die Rotation um den vertikalen Durchmesser abschwächt. Das 
ursprüngliche Effet geht also bei mehreren Zusammenstößen mehr und mehr 
verloren, wie ebenfalls jedem Spieler bekannt ist. 

Beim Zusammenstoß Ball gegen Ball wirkt das Effet ebenso und im gleichen 
Sinne wie beim Stoß von Ball gegen Bande. 
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4. Parabolisehe Bahn bei Stößen mit vertikaler Komponente 


Die Ebene des Stoßmomentes ist jetzt nicht nur seitlich wie unter 3., sondern 
sach vom Spieler aus nach vorn geneigt. Der zugehörige Momentenpfeil hat daher 
außer der Quer- und der Vertikalkomponente auch eine Komponente in der Stoß- 
riohtung, der eine Komponente der Gleitgeschwindigkeit des Auflagerpunktes 
senkrecht gegen die Richtung der Anfengsbewegung entspricht. Die Reibung, 
die der resultierenden Geschwindigkeit des Auflagerpunktes entgegengesetzt 
gerichtet ist, bildet daher einen Winkel mit der Richtung der Anfangsbewegung. 
Wenn man sich klarmacht (vgl. Übungssufgabe IV. 4), daß dieser Winkel bei 
der Bewegung konstant bleibt, und wenn man bedenkt, daß die Größe der Rei- 
bung ebenfalls konstant ist, so schließt man, daß die Bahn des Balles eine Wurf- 
»arabel in der Horizontalebene sein muß, da sie unter dem alleinigen Einfluß einer 
Kraft von konstanter Größe und Richtung steht (Satz von J. A, EuLer, dem 
Sohn des großen LEONHARD EULER). 

Bälle dieser Art wirken sehr überraschend auf einen Spieler, der keine volle 
Kenntnis von den Reibungsgesetsen und von der vektoriellen Zerlegung des 
Impulsmomentes besitzt. Sie werden insbesondere dann verwendet, wenn. die 
beiden zu treffenden Bälle en den beiden Enden der kurzen Seite des Billards 
stehen. Die Vertikalkomponente des StoBes muß dabei sehr stark sein, d.h. das 
Queue muß unter kleinem Winkel gegen das Lot geführt werden. 


Fünftes Kapitel 
Relativbewegung 


Das Interesse an dem Gegenstand dieses Kapitels rührt wesentlich daher, daß 
wir unsere sämtlichen Beobachtungen auf der rotierenden Erde machen, die 
kein zulässiges Bezugssystem ist, weder im Sinne der klassischen Mechanik, 
noch im Sinne der speziellen Relativitätstheorie. Andererseits ist in der allge- 
meinen Relativitätstheorie jedes Bezugsystem zulässig, vgl. 8. 14, so daß hier 
eine besondere Theorie der Relativbewegungen entfällt. 

Wir werden uns in diesem Kapitel auf den Standpunkt stellen, daß in jedem 
ideslen zulässigen Bezugssystem die Newronsche Mechanik streng gelte, und 
wir werden nach den Abweichungen von der Nzwronschen Mechanik fragen, 
die aus der Bewegung des uns praktisch aufgezwungenen Bezugssystems ent- 
stehen. 


& 28. Eine spezielle Ableitung der Coriolisschen Kraft 


Ein Massenpunkt bewege sich auf einem Meridian der Eräkugel, Radius a, 
mit der konstanten Winkelgesohwindigkeit # (vom Erdmittelpunkt aus gesehen), 
während sich gleichzeitig die Erde um ihre Achze mit’ der konstanten Geschwin- 
digkeit @ dreht. Wenn 9 und 9 wie üblich das Komplement der geographischen 
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Breite bzw. die geographische Länge bedeuten, so ist die Bewegung unseres 
Massenpunktes bis auf willkürliche Anfangswerte gegeben durch 
() 9=ut, p9=ol. 
Aus seinen rechtwinkligen Koordinaten: 
x =ssin 9 0089, 
(2) y-=asin deinp, 
=608% 
ergibt eich durch Differentiation nach t: 
z=ancos Pony — wein sing, ., 
(8) Yy=apcoos deing +awein d00sp, 
z=-—suein®. 
z=—ajsin dooap—aw®ein BD o0sP— 2a 40 008 deinp, 
(4) y=— sein deinp— a w*sin Beinp + 2a uw cos Pcosp, 
z=—apooP. 
In dem letzten Gleichungstripel bedeuten die ersten Glieder rechts die gewöhn- 
liche Zentripetalbeschleunigung, die zur Bewegung auf dem ala ruhend gedachten 
Meridian gehört, die zweiten Glieder diejenige Zentripetalbeschleunigung, die 
der reinen Bewegung im Breitenkreise entspricht; die dritten Glieder aber sind 
etwas Neues, nämlich das kinematische Wechselspiel beider Bewegungen Indem 
wir (4) mit — m multiplizieren, erhalten wir den Trägheitswiderstand {5* unseres 
Massenpunktes bei der zusammengesetzten Drehbewegung, nämlich in vektorieller 
Form geschrieben 


(6) =htrBbre. 


Die Zeichen 8, und $, weisen wie in (10.3) auf „gewöhnliche Zentri/ugalkrajt““ hin. 
3ı hat die Richtung vom Erdmittelpunkt fort und die Größe 


Pr 
&ıl=ma#=mZ. um=an. 
3, hat die Richtung senkrecht zur Erdachee nach außen hin und die Größe 


Bl=mawteind=m ——., „=aweind. 


sain 25 N 
Den dritten Bestandteil & des Trägheitswiderstandes nennen wir „zusammen- 
gesetzte Zenirifugalkraft‘‘ (force centrifuge composse) oder Coriolissche Kraft. 
Ihre vollständige vektorielle Darstellung ist [s. Gl. (29. 4a)] 

(6) E=2mtanX®. 

Wir haben hier d,.; statt des dem vorangehenden v, entsprechenden Vektors b, 
geschrieben, um anzudeuten, daß es sich, allgemein gesprochen, um die Relativ- 
geschwindigkeit gegen das rotierende Bezugssystem handelt. 
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Die Größe von € beträgt nach (6) 


(68) |E| = 2m ya sin (dras ®) , 
d. i. in unserem Falle 
(6b) E=2mv.aıwcond; 


statt oos 3 können wir auch, was gebräuchlicher ist „Sinus der geographischen 
Breite“ sagen. Der Richtung nach steht € senkrecht sowohl auf d,., als auf & 
oder, wie wir in unserem Beispiel auch sagen können, auf 3, und 3,. Der Sinn von 
€ ist gegeben durch die Achse der Rechteschraube, die b,, in ® überdreht. Dies 
ist in Fig. 49 dargestellt für einen von Süden nsch Norden laufenden Massenpunkt, 
und zwar sowohl für eine Lage aufder nördlichen wie aufder südlichen Hemisphäre, 
In ersterer wirkt & entsprechend den Rechtsschraubensinne du ® west- 
östlich, in letzterer ost- westlich. 

Statt von dem einzelnen Massenpunkt können wir auch von einer kontinuier- 
lichen Folge von solohen, also von einem längs des Meridians fließenden Strom 
sprechen. Fig. 49 besagt dann: Der Trägheitswidorstand des strömenden Wassers 


Fig. 49 
Spezielle Ableitung der CorroLısschen 
Kraft: Auf dem Meridian der rotieren- 
den Erde läuft ein Massenpunkt mit 
der konstanten Geschwindigkeit Drei; 
er hat vom Mittelpunkte aus gesehen 
die konstante Winkelgeschwindigkeit 


drückt bei stid-nördlicher Stromriohtung auf der nördlichen Halbkugel gegen das 
rechte Ufer, auf der südlichen gegen das linke, wobei der Vorzeiohenwechsel des 
Druckes offenbar zusammenhängt mit dem in (6b) vorkommenden Sinus der 
geographischen Breite. Diese Regel gilt aber nicht nur bei süd-nördlioher, sondern, 
wie im folgenden Paragraphen ausdrücklich bewiesen werden wird, bei jeder 
Richtung von d,4, also im besonderen auch bei der nord-südlichen Strömunge- 
richtung. Das ist in unserem Beispiel unmittelbar einleuchtend: Die von 
der Erdrotation herrührende West-Ost-Gesohwindigkeit des Wassers hängt 
vom Abstand von der Drehachse, also von der geographischen Breite ab. Bei 
Süd-Nord-Strömung bringt das Wasser auf der nördlichen Halbkugel aus den süd- 
liohen Breiten einen Überschuß an West-Ost-Bewegungsgröße mit sich, der sich 
als Druok nach Osten, also gegen das rechte Ufer äußert. Dasselbe gilt aber auch 
bei nord-südlicher Strömung. Dann bringt das Wasser aus den nördlichen Breiten 
einen Fehlbetrag an West-Ost-Bewegungsgröße mit sich. Man denke sich diesen 
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im positiven und negativen Sinne ergänzt. Der negative Teil der Ergänzung hat 
die Ost-West-Riohtung, wirkt also als Druck nach Westen, also wieder auf das 
rechte Ufer. Dieselbe Überlegung zeigt, daß der Strom auf der südlichen Halbkugel 
gegen das linke Ufer drückt, sowohl bei der Strömung Süd-Nord wie Nord-Süd. 

Der Druck gegen das rechte Ufer äußert sich, wie die Geographen an geeigneten 
Beispielen auf der nördlichen Halbkugel nachgewiesen zu haben glauben, in einer 
stärkeren Abtragung der rechten Uferböschungen (Barrsches Gesetz der Fluß- 
verschiebungen); ferner in einem meßbaren, etwas höheren Wasserstande am 
rechten Flußufer. 

Viel bedeutsamer sind die Wirkungen der Corroris-Kraft bei den Meeresströ- 
mungen (Ablenkung des Golfstromes und der Gezeitenströmungen auf der nörd- 
lichen Halbkugel nach rechts). 

Am bedeutsamsten aber sind ihre Wirkungen in der Atmosphäre. Das bekannte 
Buys-BauLoTsche Gesetz besagt, daß der Wind nicht in der Richtung des Druck- 
gefälles bläst, sondern dagegen erheblich abgelenkt ist, auf der nördlichen Halb- 
kugel nach rechts, auf der südlichen nach links; nur am Äquator folgt er genau 
der Richtung des Druckgradienten. 

Alle diese Erscheinungen sind eine unmittelbare Folge des Trägheitsgesetzes 
und rühren letzten Endes daher, daß die rotierende Erde kein mechanisch zu- 
lässiges Bezugssystem ist. 

Während wir in diesem Paragraphen mit sphärisohen Polarkoordinaten ge- 
rechnet haben, werden wir in Übungsaufgabe V.1 zur Ableitung der CoRIoLIS- 
Kraft zylindrische Polarkoordinaten zugrunde legen. 


$ 29. Die allgemeinen Dilferentialgleichungen der Relativbewegung 

Wir ersetzen die Erde duroh einen beliebigen starren Körper X, der sich mit 
der momentanen Winkelgeschwindigkeit@ um einen festen Punkt O drehen möge. 
P sei ein Massenpunkt, der sich mit einer beliebig wechselnden Relativgeschwin- 
digkeit gegen K bewegt. Beine Geschwindigkeit gegen den Raum setzt sich zu- 
sammen aus dieser Relativgeschwindigkeit und der Geschwindigkeit des mit ? 
momentan zusammenfallenden Körperpunktes im Raum, welche nach (22.4) 
durch ® x t gegeben ist. Wir wollen diese Geschwindigkeit gegen den Raum wie 
in (22.&) mit iv bezeichnen; die Relativgesohwindigkeit gegen X heiße weiterhin b 
(statt D,e). Wir haben also 
) D=b+®xt. 
Wir wollen ferner verabreden, daß wir zeitliche Veränderungen, die wir vom Raum 
aus beurteilen, durch Punktisrung, solche, die wir vom Körper K aus beurteilen, 
mit d/di bezeichnen. Daraufhin können wir auch schreiben: 

de 


4 d . + 
fa) Wei, (2b) -7: 2) i=-Ztoxt. 
Als Beschleunigung unseres Punktes ? im Raum erhalten wir aus (1) zunächst 
(3) beo+oaxi+axt. 
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Im mittleren Gliede rechts ersetzen wir t nach (2 a) und (1) und erhalten so: 
(3a) Bxti=-axı+oxlxı. 


Das erste Glied rechts von (3) formen wir um, indem wir in (20) den beliebig ver- 
fügbaren Vektor tr ersetzen duroh vd. Dadurch entsteht 


(Sb) b=®+öxo. 
Einsetzen von (3a) und (3b) in (3) liefert: 
. db > > > 
(4) D=z+20xo+ox[@xı+axt. 

Zum letzten Gliede dieser Gleichung ist noch zu bemerken, daß eu nach (26. 8a) 
gleichgültig ist, ob wir darin © oder doy/dt schreiben. 

Von hier aus gehen wir zum Trägheitewiderstande unseres Massenpunktes über, 
indem wir gliedweise mit — m multiplizieren. Links entsteht der Trägheitswider- 
stand %* im Raume, rechts an erster Stelle der von dem unzulässigen Bezugs- 
system K aus beurteilte Trägheitewiderstand, den wir $;. nennen können. Aus 


dem zweiten Gliede rechts ergibt sich der uns bekannte Ausdruck (28.6) der 
Corrorısechen Kraft, nämlich 


(4a) —2möxt=+2mixo=6. 


Unsere gegenwärtige Betrachtung enthält also, als Ergänzung zu der speziellen 
des vorigen Paragraphen, eine allgemeine Ableitung der Coriolisschen Krajt. In 
dem vorletzten Glied der Gl. (4) erkennt man (nach Multiplikation mit — m) 
unschwer die gewöhnliche Zentrifugalkraft 3, die vermöge der Drehung des Be- 
zugssystems K auf unseren Massenpunkt zu wirken scheint [in (28.6) mit 8, be- 
zeichnet]. 

Wir erhalten also alles in allem statt (4) 


(6) regur+l+grmixm. 
Hier setzen wir für gu den definitionsgemäßen Wert 
dv 
Tre Song 


ein nnd beachten, daß wegen des Gleichgewibhtes von äußeren und Trägheits- 
kräften im raumfesten System gilt: 


S+3°=0. 
Wir erhalten dann als nr Dijjerentialgleichung der Relativbewegung: 
(6) me 5+B+C+mıxö. 


Im System K treten also neben der eigentlichen äußeren Kraft die „Scheinkräfte“ i 
8 und € auf; sie wirken vom Standpunkte des mit dem System X bewegten Beob- 
achters genau so wie die äußere Kraft 5, entspringen aber lediglich aus der Träg- 
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heit des relativ bewegten Massenpunktes m. Denselben Ursprung hat auch das 
letzte Glied rechts in (6), welches von einer eventuellen Beschleunigung oder Ver- 
lagerung der Rotation herrührt; in der Anwendung auf die Erde entspricht es den 
Polsohwankungen und kann als verschwindend klein unbedenklich vernachlässigt 
werden. Außer in den drei folgenden Paragraphen wird die Differentialgleichung 
(6) auch in den Übungsaufgaben V.1 und V.2zur Verwendung kommen. 


880. Der freie Fall auf der rotierenden Erde, die Eigenart 
der gyroskopischen Terme 


Bei allen Schweremessungen kommt nicht die Erdanziehung selbet, sondern 
die Resultierende der Erdanziehung % und der Zentrifugalkraft 8 zur Beobach- 
tung. Auch die Abplattung des Geoids, d. h. der mittleren Gestalt der Erdober- 
fläche, wird durch diese Resultierende bestimmt, nämlich so, daß das Geoid auf 
ihr überall senkrecht steht. Setzen wir 


00) S+B=mB, 

so ist die Fallbeschleunigung g ein Vektor, der die Größe g, aber die Richtung der 

Normale zum Geoid hat, nicht etwa die Richtung des verlängerten Erdradius, 
Wegen (1) und (28.6) und bei Vernachlässigung 

des Gliedes mit @ (vgl. oben) geht (29.6) über in 

db > 

(2) wotr20xe. 

Wir lösen diese Vektorgleichung in Koordinsten- 

gleichungen auf, indem wir ein erdfestes, orthogo- 

nalesSystem £, n,{ wie folgt definieren (vgl. Fig.60): W 

€ = Nord-Süd-Richtung suf dem Geoid, Fig. 50. Der freie Fall auf der 


(3) n = West-Ost-Richtung auf der Erde, en . zen 
= RE tenkreuz: £-Achse nach dem 
{= Beobachtungsort —> Zenit = Normale Meridien, n-Achse nach dem 
zum Geoid. Breitenkreis, £-Achse nach der 
D ird, in Komponenten geschrieben: Normalen zum Geoid gerichtet 
„Em, & 
= au [2 ad ’ ad 
(4 g=> 0 ’ 0 1 g 
o=-— ©0089, 0, weinp 


mit @ als geographischer Breite, vgl. Fig. 50. Aus (2) folgt jetzt: 
Er = 2 sin 9 = 
d 
(6) M__-20inpE 200095 


d 
its 20 089% 
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Bevor wir zur Integration schreiten, wollen wir den allgemeinen Charakter 
dieser Gleichungen betrachten. Sie sind dadurch ausgezeiohnet, daB das Koeffi- 
zientensehema der rechten Seiten ungerade ist. Mit den Abkürzungen 


(6) B=o4a,ß,y). = 200089, ß=9, y=2weingp 


nimmt dieses Schema folgende, gegen die Diagonale antisymmeirische Gestalt an: 


dagjar | 
Pnfär| —y | 0 “ 
organ) B | —u | 0. 


Dieser antisymmetrische Cherakter bedeutet Erhaltung der Energie. Wären da- 
gegen Diagonalglieder vorhanden oder hätte, allgemeiner gesprochen, das Koeffi- 
zientensohema einen symmeirischen Anteil, »o hätten wir Diesipation der Energie. 

‚In der Tat: Multiplizieren wir die Gin. (6) der Reihe nach mit d£/ds, dn/dt, 
d£/dt, so heben sich rechte in der Summe die sämtlichen Glieder mit a, ß, y gegen- 
seitig fort, und es bleibt 


u 3 (:)+ + &)| + „= =0, 
also - ; 


(8) T+V =konst. 


Dabei bedeuten T und Y kinetische und potentielle Energie der Relativbewegung 
(die Masse = 1 gesetzt). Dieser konservative Charakter unseres Koeffisienten- 
schemas folgt übrigens, auch ohne Rechnung, schon daraus, daß © wegen des 
Faktors [v x &] aufder Bewegung senkrecht steht, also waillos wirkt, ähnlich wie 
die magnetischen Kräfte in der Elektrodynamik. 

Dagegen hätten wir beim Hinzutreten symmetrischer Koeffizientenanteile 


it) 


0) ATınNn<o, 


sofern nämlich die Koeffizienten den physikalisch notwendigen Vorzeichenbedin- 
gungen genligen, die einer Dämpfung des Bewegungsvorganges entsprechen. Wie 
man sieht, folgt aus (9) nicht Erhaltung, sondern, wie wir behaupteten, Dissipation 
der Energie. Ein (allerdings nur eindimensionales) Beispiel für diesen dissipativen 
Charakter eines geraden Koeffizientenschemas liefert die Behandlung der ge- 
dämpften Schwingungen in Kap. III, $ 19, Gl. (8) und (9), 

Wir nennen mit Lorp KaLvım Glieder von antisymmetrischem Koeffizienten- 
sohema gyroskopische T’erme. Der Name besagt, daß sie Kunde geben von einer 
inneren Giyration des Systems (in unserem Falle von der Erdrotation), die beim 
Ansatz des Problems nicht explizite berücksichtigt („ignoriert“), sondern in die 
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Wahl der Koordinaten (in unserem Falle der £,n,5) aufgenommen worden ist. 
Bei allgemeinen Sätzen über die Stabilität von Gleichgewiohten und Bewegungen 
spielen solche gyroskopischen Terme eine wichtige Rolle. 

Wir gehen jetzt zur Integration der En. (5) über. Dabei wollen wir als Anfangs- 
bedingungen diejenigen des freien Falles aus der Höhe % ohne anfänglichen Anstoß 
zugrunde legen; wir verlangen also 

für 1=0: £=n=0, {=h 


0) E_u_L_, 
ds 4 en 


Aus der ersten und dritten Gl. (5) ergibt sich dann: 
d 
(11) E = 2wnsing, EL gt=20n00p. 


Einsetzen in die zweite Gl. (5) liefert 


(12) DR +tan=0t, C=2wg009. 


Die Integration dieser letzten Gleichung geschieht nach der allgemeinen, bei 
Gl. (19.4) formulierten Regel: „Partikuläres Integral der inhomogenen + allge- 
meines Integral der homogenen Gleichung.‘ Das führt im vorliegenden Falle zu 
dem Ansatz: 


N=zat+Asin2wt + Boo2wt. 
Hier ist wegen (10) zu setzen: 
c 
B=0, 2uA=—;a' 
also: 


c ein2wot\ goosp sin2wt 
(18) n=jalt- 20 ) 20 (e- 20 ) 
Dies ist nach der Bedeutung von 7, vgl. (3), die Ostablenkung. 

& bedeutet die Südablenkung. Diese letztere berechnet sich nach (11) und (13) 


aus 


de R sin2oi 
= rinponpli— 20 ) 
und wird mit Rücksicht auf (10) integriert durch: 
n [2 1— 002 
as Ein). 
Schließlich erhält man für die Bewegung in der Vertikalen aus der zweiten 
GL. (11) mit Rücksicht auf (13) und (10) 


a Re 1-om2wt 
15) er 
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wt ist eine sehr kleine Zahl von der Größenordnung Fallzeit/Tag. Man kann 
daher nach Potenzen von w t entwickeln und findet aus (13), (14) und (15): 


e _g® . 
n="Fop-wt, F= sin p 008 - (wi 


rl). 


Die Ostablenkung ist hiernach von der ersten, die Südablenkung von der zweiten 
Ordnung in wi. Auch die durch die Erdrotation hervorgerufene Abweichung in 
der Vertikalen ist nur von der zweiten Ordnung. Die Ostablenkung ist mehrfach 
beobschtet und in Übereinstimmung mit der Theorie befunden worden; sie betrug 
unter günstigen Umständen (tiefer Bergwerksschacht) einige Zentimeter. 

Offensichtlich rühren diese (beobachteten oder nicht beobachtbaren) Ablen- 
kungen daher, daß die Anfangsbedingungen (10), die dem Experiment ebenso wie 
der Theorie zugrunde liegen, Ruhe in bezug auf die Erde vorschreiben, daß sie 
aber eben deshalb eine gewisse Geschwindigkeit im Raum bedeuten, die von der 
Größe Erdrotation mal Abstand vom Erdmittelpunktist. Diese Geschwindigkeit ist 
etwas verschieden von der Geschwindigkeit, mit der sich die Erdoberfläche unter 
dem fallenden Körper fortbewegt, und die natürliche Yolge davon ist, daß der 
Körper nicht genau am Fußpunkt seiner Anfangslage die Erde trifft. 


8 31. Das Foucaultsche Pendel 


Es gelten wieder die Gin. (90. 5), aber mit der Zusatzbedingung, daß der Massen- 
punkt den konstanten Abstand } vom Aufhängepunkt des Pendels haben soll. Wir 
setzen diese Bedingung ähnlich wie beim sphärischen Pendel, Gl. (18. 1), an: 


10) F-l@4n4+0—m=0 


und führen den ihr zugeordneten Lasraxszschen Parameter? ein. Die Gin, (30.5) 
gehen dann. über in: 


a . 

a” Zwang +AE 
(2) M-_20inp$ 200 +in 

ar d 

atı= 20009 +Al. 


Natürlich werden wir uns auf kleine Pendelschwingungen beschränken. Wir 
sehen also £/! und n/l als kleine Größen erster Ordnung an; dann folgt aus (1), daB 
£*/M gleich 1 ist bis auf kleine Größen zweiter Ordnung. Und zwar wird für die 
Umgebung der Ruhelage 


Ce —/(l + Gr. zweiter Ordn.), 
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weil ja { positiv nach oben gerechnet wird. Daraufhin zeigt die dritte GI.(2), daß 
bis auf Größen erster Ordnung gilt 


(3) g=—Al, alo i=—t. 


Wir schreiben jetzt die beiden ersten Gln.(2) nochmals hin unter Vernachlässi- 
gung des Gliedes mit d{/ds, weil es von zweiter Ordnung ist und unter Benutzung 
der Abkürzung 


(4) v=weing. 
Sie lauten dann 
q“ 
a ran 
(5) din de 


g 
mtr2uytrrn=2. 


Es ist bequem, sie komplex zusammenzufassen, indem man die zweite G1.(5) mit i 
multipliziert, zur ersten addiert und wie 8. 125 in G1. (26. 10) die neue Variable 
einführt 


(6) s=e+in. 
Dadurch entsteht 

da ‚de 
( wtreiugtte=0, 


also eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten 

Koeffizienten. Wir bemerken dazu, daß unsere komplexe Zusammenfassung mög. 

lich war dank dem gyroskopischen Charakter der mittleren Glieder in den Gin. (8). 
@. (7) wird gelöst durch den Ansatz 


s= Ace“, 


Beim Einsetzen in (7) ergibt sich für & die quadratische Gleichung 


a+2ua—t=0 


mit den beiden Wurzeln 

(8) =—u+färtg ud s=—u—hurgl. 
Als allgemeine Lösung von (7) folgt daraus 

(9 = Adelaide, 


Die Konstanten A, und A, bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen. Als 
solohe wollen wir in Übereinstimmung mit der Anordnung des Experiments fest- 
setzen: 

(10) ia, “20 für t=0. 

Wir denken uns also das Pendel aus der lotrechten Lage in Richtung der positiven 
&-Achse, d.h. (vgl. Fig. 51) im Meridian nach Süden um die Strecke a heraus- 
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gehoben und ohne Anstoß freigelassen. Aus (10) folgen als Anfangswerte unserer 
komplexen Variablen s: 


(10a) s=4, “0 für 1=0. 
Daher nach (9) 

u) A+A=s, 

(la) A +Am=0, 


a “ “ “ 
(1b) a=z(t +7)’ 431-7)" 


Wir berechnen daraufhin den Ausdruck für ds/di, der etwas übersichtlicher ist 
els der für s selbst, nämlich mit Rücksicht auf (11a) 


de _ u io, As iut (e WVetoft__e-i sm) ; 


ü 

daraus folgt nach (8) und (1b) j 
de 

(12) at. 


Wir schließen daraus folgendes: Immer, wenn der vorstehende Sinus verschwindet, 
haben wir 


2-0 und daher auch E-2=0. 


Dies bedeutet das Auftreten einer Spitze in der Bahnkurve des Pendels. Eine 
solche hatten wir nach unseren Anfangsbedingungen (10) erstmals für t=0. 
Setzen wir 


27 
13 _. ’ 
er Vetgii 
80 treten die nächsten Spitzen auf für 
Ii=z i=T, I... 


i = ist die Zeitdauer eines Hin- und Rückganges. Sie stimmt, wenn wir in (13) 
%=0, d.h. © = 0 machen, überein mit der Schwingungsdauer des mathemati- 
schen Pendels ohne Erdrotation, wie es sein muß. 

Um zu sehen, wo sich unser Pendelkärper bei Berücksichtigung der Erdrotation 
für i = r befindet, berechnen wir aus (9) mit Rücksicht auf (13) und (11): 


ar 4 eier +zni +4 eivr—Zni _ (4, +4) ei gerier, 


Der Pendelkörper hat also denselben Abstand « von der Ruhelage wie zu Anfang, 
aber sein Azimut liegt nicht im Meridian nach Süden, wie im Anfang des Versuches, 
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sondern ist dahinter zurückgeblieben um den Winkel 
ur=2r is 27 yE w sin 
= ——— nu _ a 
ya gli N % 
und zwar nach Westen, vgl. Fig. 5l. Wir können sagen: Die Pendelbahn, die bei 


fehlender Erdrotation geradlinig von Süd nach Nord und zurück verlaufen würde, 
wird durch die CorroLiskraft vermöge ihres „Druckes auf das rechte Ufer“ im 


vg? 


Fig. 51. Das Foucauuzsche Pendel. 
Darstellung der von oben gesehenen 
Bahn. Anfangselongation nach Süden, 
Ablenkung in westlicher Richtung wäh- 
rend eines vollen Hin- und Herganges 


ur 


Hingange nach Osten um den Winkel «7/2 und im Rückgange nach Westen um 
denselben Winkel, also im ganzen um u r abgelenkt. 

FovoauLts Versuche von 1851 und die seiner zahllosen Nachfolger gaben nur 
qualitative Resultate; eine quantitalive Untersuchung aller Fehlerquellen führte 
H. KAMERLINGR ONNsSs, der spätere Meister auf dem Gebiete tiefster Tempera- 
turen und Entdeoker der Supraleitung, in seiner Groninger Dissertation von 1879 
durch. 
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Wir können der Versuchung nicht widerstehen, an unsere Behandlung der 
Relativbewegung den Beweiseines berühmten Satzes von LAGRANGE anzuschließen 
(Pariser Akademie 1772): Das Dreikörperproblem läßt sich durch elementare Formeln 
sireng lösen, wenn man annimmt, daß das von den drei Himmelskörpern ge- 
bildete Dreieck sich selbst dauernd ähnlich bleibt. Die Massen der drei Körper sind 
dabei beliebig. 

Bei dem Beweise dieses Satzes wird sich ergeben: 

1. Die Ebene durch die drei Massenpunkte liegt im Raume fest. 

2. Die Resultierende der Newronschen Kräfte in jedem der drei Punkte geht 
durch ihren gemeinsamen Schwerpunkt. 

3. Das von ihnen gebildete Dreieck ist gleichseitig. 

4. Die drei Punkte beschreiben einander ähnliche Kegelschnitte, die den 
Schwerpunkt zu einem ihrer Brennpunkte haben. 

Der von LAGBANGE gegebene Beweis ist ziemlich kompliziert. Er kann verein- 
facht werden, wenn man mit LarLacz von vornherein annimmt, daß Satz 1 
erfüllt ist. CaRsrafonoky hat aber gezeigt!), daß auch ohne diese Annahme ein 


1} Bayrische Akademie 1933, 8. 257. 
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elementarer Beweis möglich ist. Sein Ausgangspunkt ist unsere in rechtwinklige 
Komponenten aufgelöste Vektorgleichung (29.4). Wir werden seinem Beweisgang 
mit einigen Abänderungen folgen. 

Wir betrachten die Ebene E, die durch die drei Punkte P,, ?,, P, {Massen m,, 
14, Ms) und daher auch durch ihren Schwerpunkt O geht. Letzteren können wir 
ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit als ruhend definieren. E dreht sich also 
um den festen Punkt O; außerdem denken wir ung E um die in O errichtete Nor- 
male zu E in sich gedreht und bezeichnen die resultierende Gesamtärehung mit ©. 
Wir versetzen uns auf FE und beurteilen von diesem Bezugssystem aus die Bewe- 
gung der Punkte P,, so wie wir die Bewegung des Foucaustschen Pendels von 
der Erde aus beurteilen. Von O aus messen wir die Radienvektoren t; nach dem 
Punkt P;: v, und dv,/di sind ihre von E aus beurteilten Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen. Die Differentialgleichungen der Bewegung lauten dann nach 
(29. 4) bei Benutzung der Vektorformel (24.7): 


E Fr ” 
(1) ru +sn daröxu- 


% bedeutet die Vektorsumme der in m; angreifenden Nzwronsohen Kräfte, 
Zum Beispiel ist 


() &_ Gm Aazu, Gm, uch 
m n—uP ul Ta —,P Ru] " 


Wir legen in E ein rechtwinkliges Achsenkreuz x, y zugrunde, das O als Null- 
punkt hat, sonst aber beliebig ist; in O errichten wir die z-Achse senkrecht zu Z. 


Wir zerlegen © nach diesen Achsen in EvreRscher Weise 
(9) = (Par). 
Die Komponente r (Drehung von E in sich) denken wir ung so bestimmt, daß einer 
der Vektoren OP, eine feste Richtung in Z hat. Wegen unserer Ähnlichkeits- 
annahme bezüglich-des Dreiecks P,P,P, haben dann auch die beiden anderen 
Vektoren OP, je eine feste Richtung in Z. Wir können also schreiben 
(4) % =At) @; bi, 0) . 
Die Funktion A(f) bestimmt die gemeinsame Girößenänderung der Vektoren OP, 
und von da aus auch die des Dreiecks ?,P,P,. Sind A und A die Ableitungen von 
2, so folgt aus (4): 

y= A) (a bu 0) D 


(44) = d0). 


Dementsprechend hat die in (2) dargestellte resultierende Kraft % eine ver- 
schwindende z-Komponente, ihre x- und y-Komponente ist umgekehrt propor- 
tional zu }%, Abkürzend wollen wir setzen 


( EM). 
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Wir schreiben daraufhin die zu # senkrechte, also die z-Komponente der Diffe- 
rentialgleichung (1) hin: 
ip go) tirap tu) +ABu— ga) =0 
oder nach den a,, d, geordnet: 
(6) {ig + p—Da + l2Äp+irg+D}&=0. 
Die beiden Klammern { } sind von i unabhängige Funktionen von #. Nennen 
wir sie f(t) und g(f), so müßte 
w__d 
(en) or" 
sein. Da wir annehmen wollen, daß die Punkte P; ein Dreieck bilden, d. h. nicht 
in einer Geraden liegen, sind die drei Verhältnisse b/s voneinander verschieden. 
Dann aber läßt sich (6) nur dadurch erfüllen, daß man f = g = 0 setzt. Also: 
N Bip=—Alrg+ BD), 
2ig=Alrp—d). 
Durch Multiplikation mit 9 bzw. g und Addition folgt 
sai__poted 
Er Er 
und durch Integration 
(8) P+f= u ‚ CO Integrationskonstante. 


Sodann schreiben wir diex- und y-Komponente der Differentielgleichung (1) hin 
im 2ra + Aa p + At h= 


In + Brian + glatt HA 
oder, nach a,, b; geordnet: 
j ; . L 
Re HN) —{2rArR rate: 


Britrpgt na + aA + N 


Die mit 4% multiplizierten Klammern {} der ersten und ebenso die der zweiten 
Gleichung sollen also drei linearen Gleichungen mit konstanten (von # unabhän- 
gigen) Koeffizienten genügen. Das ist nur möglich, wenn sie selbst konstant sind. 
Daher ist auch die Differenz der ersten und vierten Klammer gleich einer Kon- 
stanten, dividiert durch A%, und ebenso die Differens der dritten und zweiten 


Klammer. Man hat daher 


(9) 


4A B 
(10) P—-F!=y: 2r71=n 
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Durch geeignete Zusammenfassung folgt (j = imäginäre Einheit): 
. AtiB 
Ptig’= n 
und hieraus durch Bildung des absoluten Betrages: 
D 
(11) P+gt=z: D=YJA+B, 


Der Vergleich mit (8) würde zu 


(11a) = < = konst. 


führen, außer wenn CO und .D beide verschwinden. Mit A = konst. wären aber nach 
(10) auch p und g konstant, und nach (7) müßte r = 0 sein. Durch spezielle Wahl 
der Koordinaten x, y könnte man sogar qg = 0 machen und erhielte aus der ersten 
Gl. (9) Z,=0. Dann aber müßten unsere drei Punkte P in einer Geraden liegen, 
was wir ausschließen wollten. i 

Wir müssen also Ü = D = 0 machen und erhalten sowohl aus (8) wie aus (11): 
12) p=4=0. 

Damit ist Satz 1 bewiesen: Die Ebene E dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit 
r in sich; ihre Normale im Raum ist fest. 

Bei der Anwendung des Flächensatzes auf unser System sieht man, daß die 
Bewegung der Punkte m, innerhalb der Ebene FE keinen Beitrag zur Flächen- 
konstante liefern kann. Diese Konstante wird also direkt bestimmt durch die 
Winkelgeschwindigkeit r von E der Form: 


kont,=r m | mr m (a +59, 


Wir schreiben dafür etwa 
(12a) Ar=y und schließen daraus (2b) 2ir+Här=0, 
Auf Grund von (12) und (12a, b) vereinfachen sich die Gin. (9) zu 
,_ !_A_M 
(13) Meere 


Die in ihnen enthaltene Forderung L,/a, = My,/b, besagt, daß das um O berech- 
nete Moment von, verschwindet: 


1 
(14) xt egatı—al)=d, 


daß also $%, durch den Schwerpunkt O geht. Dasselbe gilt von , und %,. Dies ist 
unser Satz 2: Die Resultierende der in P, angreijenden Kräfte geht durch den Schwer- 
punkt der Massen m,. 

Wir führen (14) auf Grund der Darstellung (2) näher aus. Zunächst haben wir: 


uxt _ MıXu  MmuXt_ 


(18) 6 Tr = np Tr; = up 
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Nach Definition des Schwerpunktes ist aber 


(6) mMutmutmti=0, 
also auch 

MU FMEXG=O. 
Einsetzen in (15) liefert 

1 
matı ul Rn )= 

also 
(17) u—yl=1u—ül- 
Ebenso findet man 
(178) u —ul= u —t| us. 


Das heißt entsprechend Satz 3: Unser Dreieck ist gleschseitig. 
Wir können auch die in (14) auftretenden Quotienten Z,/a, und M,;jd, einzeln 
bestimmen. Wir bezeichnen die Dreiecksseite mit A s, wobei 


=. —- a" + — bt, 
und haben nach (2) und (6) 


2 ulm aa) + m (ma) 
und mit Rücksicht auf (16) 
as) ae mmem). 


Da das letzte Glied dieser Gleichung in den m, und den Koordinaten a,, b, sym- 
metrisch ist, stellt es zugleich den Wert von L;,/a, und von M,;jb, dar. Gl. (13) 
geht bei Benutzung dieses Wertes über in 


(19) wi Sm Hm Hm). 


Diese Differentialgleichung für A beschreibt den zeitlichen Ablauf der Bewegung, 
d.h. den Rhythmus, in dem unser gleichseitiges Dreieck sich dehnt und wieder 
zusammenzieht. 

Wir können aber diesen zeitlichen Ablauf und zugleich die geometrische Gestalt 
der Babnkurven noch einfacher übersehen, wenn wir die Bewegung weiterhin 
nicht von E aus betrachten, sondern von einer mit F zusammenfallenden, aber 
raumfesten Ebene E’. In dieser wirkt auf den Massenpunkt m; lediglich die nach 
dem ruhenden Schwerpunkt hin gerichtete resultierende Kraft %,, während die 
sonstigen in (1) auftretenden Scheinkräfte (CoRIoLis-, Zentrifugalkraft usw.) fort- 
fallen. Die Größe von 5%; ist nach (6) und (18) 

Yard 4 Di 


(20) 67 NE m mm 
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Die einzige zeitlich veränderliche Größe auf der rechten Seite ist At, Wir drücken 
sie nach (4) durch |t,| aus: 


a, 
3+d 
Indem wir dies in (20) einsetzen und eine Ersatzmasse 
(7.1 
(208) Een Lu + 
sowie die Gesamtmasse M = m, -+ m, + m, einführen, erhalten wir statt (20) 
al=-" @ , Jeder unserer drei Massenpunkte bewegt sich also im Raum 


unabhängig von den beiden anderen so, als ob er die Maase ın, hätte und von einer 
in O ruhenden Masse M in Nawronscher Weise angezogen würde, Er beschreibt 
daher einen Kegelschnitt mit O ale Brennpunkt. 

Um etwas über die Größe und gegenseitige Lage der drei Kegelschnitte zu er- 
fahren, müssen wir die bei unserem Bewegungsrustand vorausgesetzten Anfangs- 
bedingungen berücksichtigen. Wir betrachten z. B. den Augenblick A = Auın, in 
dem sich alle m, in extremaler Entfernung von O 


(21) Aezte Var + bi 


befinden. Die radiale Geschwindigkeit in F ist dann nach (4) gleich Null; die Ge- 
schwindigkeit in Z’, d.h. im Raum, wird durch die Rotationskomponente r, 
multipliziert in den Abstand (21), gegeben; der in diesem Abstand auftretende 
Faktor Ya? + 5? ist dann der Almlichkeitemaßstab nicht nur für die Anfangs- 
geschwindigkeiten und die anfänglichen Schwerpunkteabstände, sondern zugleich 
auch für die Größe der drei aus diesen Anfangszuständen sich ergebenden Kegel- 
schnitte. Damit ist auch unser Satz 4 bewiesen. Die Lagen der drei Kegelsohnitte 
unterscheiden sich um die Winkel, welche die drei Schwerpunktsachsen OP, mit- 
einander bilden, 

In dem Sonderfalle m, = m; = m,, wo der Schwerpunkt zugleich Mittelpunkt 
des gleiohseitigen Dreiecks ist, sind die Kegelschnitte kongruent und um 120° 
gegeneinander verschoben. 

Außer dieser Bewegung in Kegelschnitten gibt es nach LaGRAngE eine Klasse 
elementar darstellbarer Bewegungen, bei der sich die drei Körper auf einer 
rotierenden Geraden befinden. Doch wollten wir hierauf nicht eingehen. 

Es sei nur noch darauf hingewiesen, daß man von dem speziellen LAGRANGE- 
schen Dreikörperproblem zu einem entsprechend spezialisierten n-Körperproblem 
übergehen kann. Im Falle von lauter gleichen Massen und geeigneten Anfangs- 
geschwindigkeiten handelt es sich dabei um % kongruente Krruer-Ellipsen, die 
je um den Winkel 2x/n gegeneinander verdreht sind und im gleichen Rhythmus 
durchlaufen werden. Diese Art der Bewegung wurde vorübergehend in der Theorie 
der Röntgen-L-Spektren herangezogen und als „‚Ellipsenverein“ bezeichnet [Physi- 
kal, Ztsohr., Bd. 19 (1918), 297]. 


688.1 Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung (Aktion) 169 
Sechstes Kapitel 


Die Integralprinzipien der Mechanik und die allgemeinen 
Lagrangeschen Gleichungen 


8 33. Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung (Aktion) 


Wir kennen bereits ein Variationsprinzip der Mechanik, das D’ALEMBERTSche, 
Dieses geht von einem beliebig gewählten Augenblickszustand des Systems aus 
und vergleicht ihn mit einem Nachbarzustand, der durch eine virtuelle Verrük- 
kung (vgl. $ 7) aus jenem hervorgeht. Die jetzt zu betrachtenden Variationsprin- 
zipien sind im Gegensatz dazu Integralprinzipien: sie fassen die aufeinanderfol- 
genden Zustände des Systems während einer endlichen Zeitspanne oder, was 
dasselbe ist, während eines endlichen Bahnstückes ins Auge und vergleichen sie 
mit gewissen ihnen zugeordneten virtuellen Nachbarzuständen. 

Durch die Art dieser Zuordnung unterscheiden sich die verschiedenen und ver- 
schieden benannten Integrelprinzipien voneinander. Gemeinsam ist ihnen, daß 
die zu variierende Größe die Dimension der Wirkung hat. Man nennt sie daher 
zusammenfassend Prinzipien der kleinsten Wirkung‘). 

Während man als Leistung, wie wir wissen, die Größe Ennergie/Zeit bezeichnet, 
nennt man Wirkung eine Größe von der Dimension Energie X Zeit. Ein Beispiel 
ist das PLaworsche elementare Wirkungsquantum, das uns in $ 46 begegnen wird, 
nämlich die Größe 

h = 6,624 - 10% Js (Joule-Sekunde) . 


Das hier zunächst zu besprechende Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wir- 
kung unterscheidet sich von dem historisch vorangehenden, von uns aber erst in 
$ 37 zu besprechenden Prinzip von MAUPERTUIS dadurch, daß in ihm die Zeüt nicht 
variiert werden soll, daß also der vom System wirklich durchlaufene Bahnpunkt 
{wir bezeichnen ihn durch seine Koordinsten =,) und der zugeordnete varlierte 
Bahnpunkt (zeine Koordinaten seien x; + öx,) gleichzeitig durchlaufen werden. 
Es gilt also beim HamtLronschen Prinzip, wie wir kurz sagen wollen: 


da) d=0. 
Wir müssen dabei einschalten, daß, wenn wir von der Bahn des Systems spre- 
chen, damit nicht die Bahn eines Systempunktes im dreidimensionalen Raum, 


1) Der Name ist leider sehr unglücklich gewählt. Wenn wir von Ursache und Wirkung 
sprechen, so verstehen wir unter Wirkung die Folgeerscheinung cder den Erfolg. Beim 
Prinzip der kleinsten Wirkung aber ist: die Meinung, daß die Natur ihr Ziel auf dem direk- 
testen Wege, also mit dem kleinsten Aufwand arı Mitteln, erreicht. Man sollte daher besser 
sagen: Prinzip des kleinsten Aufwandes bei größter Wirkung. Doch scheint es aussiohte- 
los, nachdem das Wort „Wirkung‘‘ durch HELMHOLTZ und PLANoK sanktioniert ist, es 
durch ein anderes zu ersetzen. 

Das internationale Wort actio ist besser als Wirkung. Zum Beispiel bedeutet: in aotio 
= reactio das Wort actio ungefähr dasselbe wie Kraft oder Ursache, also gewissermaßen 
das Gegenteil von Wirkung. Wir haben deshalb in den Überschriften zu $ 33 und $ 37 das 
Wort Aktion dem Worte Wirkung als Erklärung beigegeben. 
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sondern eine polydimensionale Charakteristik der Bewegung des ersehen 
gemeint ist. Bei f Freiheitsgraden liegt sie im 2 dimensionalen Raum der g,...g, 
(vgl. 8.43). 

Außer der Bedingung (1) legen wir den Tarietiehen beim Hanmturonschen 
Prinsip noch eine zusätzliche Beschränkung auf: Die Lage von Anfangspunkt O 
und Endpunkt P des betrachteten Bahnstüokes soll unvariiert bleiben. Es sei also 
für jede Koordinate x 
(2) &x=0 fürt=-4, und I=h. 


Die nebenstehende Figur möge uns symbolisch dreidimensional das Verhältnis 
der wirklichen Bahn (ausgezogen) zur virtuellen Bahn (gestrichelt) veranschau- 
lichen: Die aus den 6x sich zusammensetzende Ver- 
" rückung dg soll außer im Anfangse- und Endpunkt 
völlig willkürlich vorschreibbar, dabei aber stetig und 
als Funktion von # differenzierbar sein. Und zwar 
sollen je zwei dureh dg aufeinander bezogene Punkte 
der ursprünglichen und der variierten Bahn zum 
/ gleichen # gehören. 
to Wir kommen nun zur Ableitung des Hammton- 
schen Prinzips. Dabei gehen wir von der Form (10.6) 
Fig.52. Die Varistion des D’ALEMBERTsohen Prinzips aus: 
der „‚Bahn‘‘ beim Hamır- 


np, Den (3) zu (mı % — X,)d2. + (m, dr — Y,)öy: 


+m,2—2)04}=0. 


Wir betrachten also ein System von n diskreten Massenpunkten, die aber durch 
irgendwelche holonome oder nichtholonome Bindungen miteinander gekoppelt 
sein können. Die dx;, öyr,ö2,, die ebenfalls diesen Bindungen entsprechen müssen, 
sind nicht voneinender unabhängig; im holonomen Falle bei f Freiheitsgraden sind 
nur { Koordinaten willkürlich wählbar. Im nichtholonomen Fall sind wenigstens 
die öx,, öy,, 62; differentiell aneinander gebunden. 

Wir nehmen in (3) die zunächst formale Umrechnung vor: 


(4) Höu=ı Für dx) — Kar Fri 10) ’ 


fragen uns aber sogleich, was hier die Schreibweise 4 (6x,) zu bedeuten habe, 


Dazu vergleichen wir nicht nur die wirkliche Bahn dern x; mit der virtuellen Bahn 
der x; + öz,, sondern auch die Geschwindigkeit x, längs der wirklichen Bahn 
mit der Geschwindigkeit &, + dx, längs der virtuellen Bahn im gleichen Zeitpunkt t. 
Die letztere Geschwindigkeit ist definiert durch 


d 5 d 
zuti)=nt+tg (ön). 
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Wir haben also durch Glleichsstzen beider Schreibweisen 

6) an) = din. 

Indem wir dies in (4) einsetzen, erhalten wir . 

(6) 2 = a (d) — 


Das Entsprechende gilt natürlich für die Koordinaten y, und 2,. Infolgedessen 
können wir (3) so umschreiben: 


d M et « 
7m (2: 8%, + YıÖys + 2ı Ö2,) 
- NV Esiir4 ++ N rar + Yıöyr + 2,02.) . 


Das zweite Glied rechts ist nichts anderes als die virtuelle Arbeit 4A, d.h. die 
Arbeit der äußeren Kräfte bei unserer virtuellen Verrückung. Andererseits ist 
das erste Glied reohts die Variation der kinetischen Energie 7 des Systems 


1-44 


beim Übergang von der wirklichen zur virtuellen Bahn. GI. (7) läßt eich daher 
wie folgt vereinfachen: 


d : A , 
e De (&r 2 + jede + 3,02) = OT +84. 


Bevor wir hieraus weitere Schlüsse ziehen, schalten wir eine Bemerkung über 
die Beziehung (5) ein. Wir schreiben sie noch einmel auf in der Form 


Id) 


d de 
(9) zu=6:: 


Mit Rücksicht darauf, daß t nicht variiert wird und daß aus ö$ = 0 auch dd! = 0 
folgt, können wir statt (9) setzen: 
(9a) 2. oder auch ddr = ddr. 
Insbesondere in der letzteren Ciestalt „dd = dd“ spielt (98) in der älteren Variations- 
rechnung Evunzsoher Prägung eine fruchtbare, wenn anch etwas mystische Rolle. 
Wir sehen hier, daß (9a) nichts anderes aussagt als die ziemlich triviale Gl. (6) 
zwischen der zeitlichen Ableitung der virtuellen Verrückung und der virtuellen 
Änderung der Geschwindigkeit, sofern man noch unsere Festsetzungen hinzunimmt, 
daß die Zeit nicht variiert werden und die virtuelle Verrückung stetig sein solle. 
Nunmehr kehren wir zu Gl. (8) zurück und integrieren sie nach t von t, bis &. 
Dabei verschwindet die linke Seite wegen (2), und es ergibt sich einfach: 


(10) for +24)4=0. 
ts 
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Wir können dafür bei unserer Art zu variieren auch schreiben: 

hd bı 
dl) s/TAa+föAu=0. 

‘h Dr 


Aber es wäre verkehrt, das letztere Integral zu ersetzen durch 
öfAdt, 


‚weil zwar die virtuelle Arbeit 5A und die momentane Arbeitsleistung dA einen 
wohldefinierten Sinn haben, nieht aber die Arbeit A schlechthin. A ist im allge- 
meinen keine „Zustandsgröße‘. Sie ist es nur dann, wenn dA ein „vollständiges 
Differential“ ist, d. h. wenn die äußeren Kräfte denjenigen Bedingungen genügen, 
die die Existenz einer potentiellen Energie V verbürgen, vgl. den. Schluß von 87. 
In diesem Falle können wir in (11) ersetzen 


SöAdt durch —/[8V/d=—ÖdfVd. 
Dadurch nimmt (11) die klassisch einfache Form an: 


2) 
(12) SIT Nd=0. 
{2} 


Diese meint man gewöhnlich, wenn man von dem Hamiltonschen Prinzip 
spricht; sie gilt, wie wir im Anschluß an S.41 sagen, für konservative Sysleme. 
Die Formel (11) nennen wir demgegenüber: ‚das für nichtkonservalıve Systeme 
verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip“. 

Unsere Behauptung ist nun, daß in der Formel (12) bzw. (11) (so gut wie im 
D’ALEMBERTschen Prinzip) die ganze Mechanik enthalten ist! Die besondere 
Bedeutung des energetischen Ausdrucks 7—- V wird dadurch nnterstrichen. 
In der Mechanik nennt man diesen Ausdruck Zagrangesche Funktion und schreibt 
statt (12) auch 


% 
(13) ds/Ld=0, L=-T-V. 
ID 


In Worten: Das Zeitintegrai der Lagrangeschen Funktion ist ein Exiremum. 
HELMHOLTZ, der sich in seinen letzten Arbeiten ınit Vorliebe auf das Wirkungs- 
prinzip in Hammstonscher Form stützte und es für elektrodynamische Zwecke 
erweiterte, nannte Z „kinetisches Potential‘. Auch der Name /reie Energie, im 
Gegensatz zur Gesamtenergie T + V, wäre mit Rücksicht auf die Thermodynamik 
berechtigt. 

Ein besonderer Wert des HamrLtonachen Prinzips liegt darin, daß es gänzlich 
unabhängig von der Koordinatenwahl ist. In der Tat sind 7’ und V (sowie 64} 
Größen von unmittelbarer physikalischer Bedeutung, die in beliebigen Koordinaten 
ausgedrückt werden können. Davon werden wir im folgenden Paragraphen Ge- 
brauch machen. j 

HERTZ hatte geglaubt, daß das Hammronsche Prinzip nur für holonome 
Systeme gelte. Diesen Irrtum hat O. HöLver berichtigt (Göttinger Nachr. 
1886). 


8486 - Die allgemeinen Lagrangeschen Gleichungen 183 


Das Hammutonsche Prinzip widerspricht, ebenso wie die übrigen Wirkungs- 
prinzipien, unserem Kausalitätsbedürfnis, insofern hier der Ablauf des Geschehens 
nicht aus dem gegenwärtigen Zustande des Systems bestimmt, sonderu unter 
gleichmäßiger Berücksichtigung von Vergangenheit und Zukunft abgeleitet wird. 
Die Integralprinzipien sind scheinbar nicht kausal, sondern teleologisch. Wir 
kommen hierauf in $37 zurück, wo wir von dem historischen Ursprung der Wir- 
kungsprinzipe handeln werden. Dort wird auch die Übertragung des Hamınron- 
schen Prinzips von der Mechanik auf andere Gebiete der Physik berührt werden. 
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Wir betrachten ein beliebiges meohanisches System, dessen Bestandteile, wie 
wir zunächst annehmen wollen, lediglich durch holonome Bedingungen aneinander 
gekoppelt sein sollen; ea besitze / Freiheitsgrade. Dann können wir f unabhängige 
Koordinaten einführen, die die jeweilige Lage des Systems bestimmen. Wir 
nennen sie wie 8.43, Gl. (2): 

(l I» 9u.-:,9- 

Dies sind unsere „Lagenkoordinaten“. Wir stellen ihnen die „Geschwindigkeits- 
koordinaten“: 

(la) vn... 

an die Seite. Durch die g, und 9, ist der jeweilige Zustand des Systems festgelegt. 

Wir führen das näher aus: Das System sei zunächst, durch » überzählige 
Koordinaten z,...x, beschrieben, bei denen wir nicht: notwendig an recht- 


winklige Koordinaten zu denken brauchen. Zwischen ihnen mögen n—f Bedingun- 
gen der Form 


(2) Fiaynz.oz)=0, k=/+1l,/+2%...,n 

bestehen. Aus den z,...x, definieren wir die g, als irgendwelche Funktionen 
der folgenden Art: 

(2a) Fan.) k=l2,...,f. 

Bezeichnen wir die partiellen Ableitungen von F, nach =, mit F,,, so erhalten wir 
aus (28) und (2) durch Differentiation nach t: 

I k=12...f 

0, k=ei/+l,...,n 

Hieraus berechnen sich die &, als lineare Funktionen der 9, mit Koeffizienten 
die von den a,...x, oder, vermöge (2) und (2a), von den g,...g; abhängen. 
Die kinetische Energie 7, die eine homogene quadratische Funktion in den & 
ebenso wie in etwaigen ursprünglichen rechtwinkligen Koordinaten ist, wird eine 


ebensolche Funktion in den g, mit Koeffizienten, die von den g, abhängen. Die 
potentielle Energie V werden wir zunächst als reine Funktion der g. voraussetzen, 


(2b) Zr mil 


i1® 
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ohne übrigens für später eine Abhängigkeit von deri 9, prinzipiell auszuschließen. 
Im Zusammenhang damit ergänzen wir die Definition von Z in (33.13) dahin, daß 


Lals Funktion der q, und g, aufzufassen ist. 


Eine explizite Zeitabhängigkeit von L wollen wir emstweilen ausschließen. 

In diesem Sinne bilden wir die Variation von Z, d.h. den Unterschied der 
Z.Werte in dem virtuell variierten Zustande g, -+ öq,, 9, + öq, und in dem ur- 
sprünglichen Zustande g,, 9r: 


i al aL .. 
(3) ; öL = I m % +2 le - 
Mit dieser Variation gehen wir in das HammLronsche Prinzip ein 
& 
(38) jöLd=0. 
[9 


Diese Schreibweise weicht von der in (33.13) insofern ab, als wir die Variation 
hier unter dem Integralzeichen, dort vor demselben vorgenommen haben. Dies 
ist aber wegen der Vorschrift (33.1): „} und di bleiben unvariiert“ erlaubt und 
entspricht außerdem sogar derjenigen Formulierung, in der uns dieses Prinzip 
ursprünglich in Gl. (33. 10) entgegengetreten war. 
Wir führen nun die in (38) verlangte Zeitintegration zuerst an dem allgemeinen 
"Gliede der zweiten Summe von (3) aus und machen eine Umj/ormung durch 
partielle Integration, die seit ae für die ganze Variationsrechnung charak- 
— ist: 


"a oL 


(4) Fri 8% Ögr di. 


eL d A__ 
ER -[3 Eu Ode = og 
Im letzten Gliede dieser Doppelgleichung verschwindet a erste Term wegen der 
Festsetzung in (33.2). Wir erhalten daher aus dem vollständigen Ausdruck (3) 


von dL: 


4 dı 
(48) Jre--/ 268% Z\,d=0. 


09: 


Nun sind aber die ög, voneinander unabhängig. Wir können also alle öq, gleich 
Null machen, bis auf eines. Von diesem können wir noch voraussetzen, daß es 
längs der ganzen „Bahn‘‘ der Fig. 52 ebenfalls verschwindet außer in der Umge- 
bung einer einzelnen Stelle oder, was dasselbe ist, außer in einem Zeitintervall 4t, 
das einer beliebigen Zeit # umschrieben ist. Um (4a) zu erfüllen, münsen wir dann 


1) Allgemein bezeichnet man als „EutLzrsche Ableitung‘ eines beliebigen Variations- 
problems die nach dem Vorbilde der Gin. (4) und (5) zu gewinnende Differentialgleichung 
vom Typus (6). Wir können also sagen: die Lauranazschen Gleichungen sind die EuLzR- 
schen Ableitungen des durch die Funktion Z gegebenen Varistionsproblema. 
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verlangen: 
d&L [29 


©) (dr m | mu=e. 


Nun verschwindet aber weder At noch innerhalb At unser ög,. Infolgedessen haben 
wir (für jeden beliebig gewählten Zeitpunkt + und für jeden beliebig herausge- 
griffenen Index k): 


(6) ang, 


Dies sind die allgemeinen Lagrangeschen Gleichungen oder, wie man auch sagt, 
die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art, und zwar für den bisher betrachteten 
Fall, daß die auf das System wirkenden Kräfte ein Potential haben und die inner- 
halb des Systems vorhandenen Bindungen holonom sind. 

Wenn die erste oder zweite dieser Voraussetzungen nicht erfüllt ist, kommen 
wir je zu einererweiterten Form dieser Gleichungen. 

Im ersten Falle (die Kräfte haben kein Potential) müssen wir von der Formu- 
lierung (33. 11) des Wirkungsprinzips ausgehen. Wir setzen dann, indem wir die 
virtuelle Arbeit dA der äußeren Kräfte in den virtuellen Verrückungen dg ausge- 
drückt denken: 


u) A = EQr öl: 
Die hier eingeführten Koejfizienten Q, nennen wir die zu den Koordinaten g; gehö- 
renden Kraftkoordinaten. Dies ist eine formale Erweiterung des Kraftbegriffes, 
die als mathematische Definition natürlich zulässig ist. Ihre Zweokmäßigkeit 
ersehen wir z. B. daraus, daß wir die in (9. 7) gegebene Definition des Momentes 
um eine Achse jetzt so aussprechen können: ‚Das Moment ist die zu dem betreffen- 
den Drehwinkel gehörende Kraftkoordinate.‘“ Es ist klar, daß die nach (7) 
definierten Größen Q nicht mehr Vektorcharakter haben und im allgemeinen auch 
nicht ınehr die Dimension ‚Newton‘ zu haben brauchen. Ihre Dimension hängt 
vielmehr nach (7) von der Dimension des zugehörigen g, ab und ist im Falle des 
Momentes, wie wir wissen, gleich der der Arbeit, also „Joule“, weil dann das 
zugehörige dg dimensionslos ist. 

Indem wir nun (7) in (33. 11) eintragen und die in den vorstehenden Gin. (4) 
und (5) beschriebenen Umformutigen voruehmen, erhalten wir statt (6) ersicht- 
lich: 


(8) Frar er 


(8a) En 


Wenn nämlich die wirkenden Kräfte zum Teil ein Potential haben, zum Teil nicht, 
so brauchen wir nur die den letzteren entsprechenden Q, in unserer Gleichung auf 
die rechte Seite zu schreiben, während wir die potentielle Energie der ersteren 
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nit der kinetischen Energie 7 zu der in (8a) gemeinten Laorangzschen Zmnkueon L 
vereinigen können. 

Diese G!n. (88) sind die allgemeinen Lagrangeschen Gleichungen bei Kräften, 
die zum Teil kein Potential haben. 

Wenn wir weiterhin die zweite der genannten Voraussetzungen fallen lassen, 
also annehmen, daß die im System herrschenden Bindungen zum Teil nichtholo- 
nomer Natur sind, so rühren wir damit an die Einführung unserer Koordinaten g,. 
Die nichtholonomen Bedingungen können wir ja definitionsgemäß nicht im die 
Form (2) bringen und daher nicht durch Wahl der g eliminieren. Vielmehr müssen 
wir überzählige q einführen, nämlich mehr als die Zahl der Freiheitsgrade im 
Unendlichkleinen beträgt. Letstere ist /— r, wenn / die Zahl der Freiheitsgrade 
im Endlichen und r die der niehtholonomen Bedingungen beträgt. Wir schreiben 
diese als virtnelle age ähnlich wie in (7.4) an: 


(9 ‚Er lan )ir=0, =. 


Sie bedeuten eine Einschränkung der zulässigen Variationen dg;. "Man East 
dieser Rechnung, wenn man jede der GIn. (9) mit einom Lagrangeschen Mulsipli- 
kator },, multipliziert und unter dem Integralzeichen in (33. 13) addiert. Dadurch 
erhält n man bei etwas re Schreibweise der F': 


f (L+ Ei Fundge) de =. 
. .- 


Die Evu.e&sche Umformung verläuft wie in (4), wobei statt (4a) entsteht: 


fı 
a SzER-m-2% Fu) ögedt. 


Die ög, sind nun zwar nicht wie früber unabhängig voneinander, sondern durch (9) 
verkoppelt, Man kann aber wie 8. 59 argumentieren: r der mit dg, multiplizierten 
Klammern () lassen sich durch Wahl der}, zum Verschwinden bringen. In der 
dann übrigbleibenden Summe nach & kommen nur noch f—r voneinander 
unabhängige dgq vor. Dieselbe Schlußweise wie in (6) führt dazu, daß auch die 
restlichen Klammern verschwinden müssen, Man erhält so das vollständige 
System von / Gleichungen: 


de & X 

an Em ht: 
Wir können sie als Lagrangesche Gleichungen von gemiechlem Typus bezeichnen, 
da sie in der Mitte stehen zwischen den LaoRANgkschen Gleichungen erster und 
zweiter Art. 

Hierzu die Bemerkung, daß dieser gemischte Typus nicht nur dann auftritt, 
wenn wir einzelne Bedingungen nicht eliminieren können (Fall der nichtholonomen 
Bindungen), sondern auch dann, wenn wir sie nicht eliminieren wollen. Es kann 
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nämlich vorkommen, daß wir uns für den Zwang interessieren, den eine holonome 
Bedingung auf das System ausübt. Dieser wird gerade durch das der betreffenden 
Bedingung zugeordnete A, dargestellt [wie in Gl. (18.7) beim sphärischen Pendel] 
und läßt sich durch Integration der Gln. (11) ermitteln. 

Schließlich kann man offenbar noch die Typen (ll) und (88) miteinander 
kombinieren, indem man die beiden bei (6) ‚genannten Voraussetzungen gleich- 

zeitig fallen läßt, 

Statt dessen wollen wir uns hier nur noch mit der Frage befassen, wie und unter 
welehen Annahmen der Zxergiesatz aus den Laoranoxschen Gin. (6) hervor- 
gehen kann. 

Wir haben oben vor Gl. (3) betont, daß Z Funktion der g, und g, ist, und setzen 
wie dort voraus, daß L nicht explizite von t abhängen solle, Dann gilt GI. (3) nicht 
nur für die virtuellen Veränderungen ög, ö9, sondern auch für die zeitlichen Ände- 
rungen dg, dg, und wir en 

„db 


(a2) - PT ut Zi 


Andererseits haben wir an gleicher Stelle a, daß 7 eine homogene quadrati- 
sche Funktion!) der 9, iet. Infolgedessen gilt der Euzkgsche Satz: 


.»T 

(3) 2T7- >> ar 
[3 
Hieraus folgt durch Differentiation nach der Zeit 
dr .d 27 „BT 

(14) IaDantiin 
Wir ziehen (12) von (l4) ab. Dann es links wegen L= 7 — V 

dV 

= + ds" 


Rechts heben sich die zweiten Glieder fort, wenn V von 9, unabhängig ist. Die 
Differenz der beiden ersten Glieder rechts verschwindet unter derselben Voraus- 
setzung wegen Gl. (6). Wir haben also 


Yu day 
(Ida) tr7” 
und schließen daraus 
(15) T+V=W. 


3) Auch wenn dieses nicht der Fall ist, vielmehr Z als beliebige Funktion der g; und 4 
angesetzt wird, läßt sich ein ee Erhsltungssatz angeben von der Form 


nn Diri—Lmkom. 


Die » definierte Funktion Z werden wir in Kapitel VIII „Eauıtronsche Funktion“ 
nennen; der in GL, (160) enthaltene Erhaltungmetz ist ein spezieller Fall der voiehenlien 
Gleichung. 
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Der Erhaltungssatz der Energie ist eine Folge der Lagrangeschen Gleichungen 
Wir prüfen die Voraussetzungen dieses wichtigen Schlusses, 
a) T ist seiner Bedeutung nach durch Lage und Geschwindigkeit des Systems, 
also durch g und g gegeben; von t könnte 7’ explizite nur infolge Elimination 
der Bedingungsgleichungen abhängen, falls die letzteren von t abhängen. würden!). 


Wir haben s»ber bereits 8,60 gesehen, daß solche Bedingungen am System 
Arbeit leisten, also die Erhaltung der Energie stören. Die explizite Zeitunabhän. 


gigkeit von 7 ist also tatsächlich notwendig für das Bestehen des Energiesatzes. 

b) Die Voraussetzung, daß Z nicht explizite von t abhängen solle, kommt hier- 
nach darauf hinaus, daß V unabhängig von t sei. Auch diese Bedingung ist not- 
wendig. Andernfalls würde in (12) auf der rechten Seite das Glied 


hinzutreten, welches dann auch auf der rechten Seite von (14») mit umgekehrtem 
Vorzeichen erscheinen würde. Statt 7’ + V =konst. würden wir also haben 


(158) gr +N=7: 


d. h., der Satz von der Erhaltung der Energie ist hinfällig, 
e) Wenn V außer von g, auch von y, abhängt, erhält man als Differenz der 
rechten Seiten von (14) und (12) mit a auf (6): 


(15b) Tas ENT u = -5Yax- 


In diesem Falle gilt zwar ein Erhaltungssatz, aber er hat die vom Gewohnten 
abweichende Form 


{15c) -  P+V— — Die zz —wonst. 


Aus dem Vorstehenden ziehen wir noch eme Folgerung, die uns für Späteres 
nützlich sein wird. Wir berechnen L—_2 7 =—(T-+ 9), indem wir für 27 
den Ausdruck (13) benutzen und wieder V als reine Funktion der q, annehmen. 
Wir erhalten dann 


—(T+N= I-Yü; 2 =l- - Ya 
also such 


0b 
(16) T+V-Yan—t. 


Die Gesamtenergie T + V läßt sich aus dem Ausdruck der „freien Energie‘ 
berechnen. - 

Die reichlich abstrakten Ausführungen dieses Paragraphen werden erst durch 
die Beispiele des folgenden Paragraphen Leben gewinnen. Um diese vorsube- 


3) Man nennt solche zeitzbhängigen Bedingungen rheonom (fließend), im Gegensatz zu 
den zeitunabhängigen Bedingungen, die man als akleronom (fest, starr) bezeichnet. 
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reiten, wollen wir die beiden in (6) auftretenden Ausdrücke 
EEE 
4 [2 
für den einfachsten Fall des einzelnen Massenpunktes und für gewöhnliche z, y, 2- 
Koordinaten spezialisieren. Wir haben dann 


m ,. i öL er » 
-7e4ryrm, zug mtum, 
[24 ‚9 x 
d2 u 02 ” 


So wie hiernach 92/0x die x-Koordinate des Impulses bedeutet, werden wir all- 
gemein 9L/dq, die zu qı gehörende Impulskoordinate nennen. So wie andererseits 
öL/dx die «-Komponente der Kraft liefert, werden wir die beiden aus OL/ög 
hervorgehenden Glieder als g-,,‚Komponenten“ von Kräften bezeichnen: 

oT 87 oT 
(17) dd 8 29 —Q: 
und zwar Q als äußere Krajt wie in (7), OT’jög als Lagrangesche Scheinkraft, die 
von der.mit dem Ort veränderlichen Natur der g-Koordinate abhängt. Bei dem 
ortsunabhängigen Perslleleystem der z, u z-Koordinaten verschwindet dieser 
letztere Teil der Kraft. 


& 35. Beispiele zu den allgemeinen Lagrangeschen Gleichungen 
Wir wählen solche Beispiele aus, die wir schon früher mit elementaren Methoden 
behandelt haben, um an ihnen die Überlegenheit des Laerangzschen Formalismus 
zu zeigen. 
1. Das Zykloidenpendel 
Als Koordinate g bietet sich hier der Drehwinkel@ des die Zykloide erzeugenden 
Rades in Fig. 26 dar. Durch diesen Winkel ausgedrückt, haben wir nach (17.2) 
z=alp—sinp), Z=all—c0ap)P, 
y=all+cop), Y=—asinpp. 
Daraus berechnen wir 
= z (+ 9%) =mat(l—cosp). 
ı) V=mgy=mgall-+ cosp), 
L=ma(l — cosp)®—mgall + cosp). 
Mehr brauchen wir von der Geometrie und Mechenik unseres Systems nicht zu 
wissen. Alles übrige besorgt ohne unser Zutun der Formalismus von LAGRANGE. | 
Dieser liefert 
= = malsinpg? + mgasinp, 
=2ma(l— cop)p + 2 maksinpg® 


Mo 2mall— conp)p, 


2 
7 


air 
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und als Differentialgleichung 

M—osg)ö + zeinpp = Leinp 
ae : 


14 
(2) intö+z 200 = Zt. 
Hier ist die linke Seite, wie man leicht nachrechnet, identisch mit 
da L) 
—2 Fr} 008 ry . 


Unsere Differentialgleichung (2) stimmt daher überein mit der früheren Diffe- 
rentialgleichung (17. 6), durch welohe der strenge Isochronismus des Zykloiden- 
pendels bewiesen wurde. 


2. Das sphärische Pendel : 

Die gegebenen Koordinaten q, des Massenpunktes sind hier die Winkel Oundp, 
Poldistenz und geographische Länge auf der Kugel vom Radius }. Das Linien- 
element ist 

de = R(dö® + aint ddp). 
Daher ist die kinetische Einergie 
Tu TB (dt + int dp. 
Mit der potentiellen Energie V = mg } oos 9 wie in (18. 5a) hat man 
(8) L=ZP(öt + sind) —mgloon d. 


Jetzt setzt die automatische Rechnung nach dem Lagrangzschen Schema ein: 
Die zu Ö und 9 gehörenden Differentislgleichungen lsuten nsch Abtrennung kon- 
stanter Faktoren: 

d— ein 00 99 — Leind=0, 
(4) a N 
zPeindp)=0. 
Die zweite dieser Gleichungen ist der Flächensstz in Übereinstimmung mit (18.8), 
wobei wir bemerken, daß die dortige, dieser Gleichung vorhergehende Umrechnung 
uns hier erspart bleibt. Die erste GI. (4) schreibt sioh mit Benutzung der Flächen- 
konstante C aus (18.8) 


= Oo 
Ga + pen. 


Das zweite Glied rechts entspricht dem Schweremoment N = mg lin 9, welches 
die dem Winkel qg = $ zugeordneten Kraftkoordinate Q im Sinne von (94.7) ist. 
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Das erste Glied bedeutet eine LA@RAngEsche Scheinkraft im Sinne von (34.17); 
dieserührt daher, daß die der d#-Koordinate entsprechenden Längengrade auf der 
Kugel nicht parallel, sondern vom Pol zus divergent verlaufen. 

Es ist lehrreich, an diesem Beispiel auch die in (34. 11) vorgesehene Erweiterung 
der Lagrangeschen Gleichungen vorzunehmen, indem wir neben #, 9 die über- 
zählige Koordinate r in Betracht ziehen. Diese ist allerdings durch die Bedingung 
r =1 festgelegt; aber sie interessiert uns deshalb, weil sie uns mittels des Multi- 
plikators A den Druck des Massenpunktes auf die Kugelfläche oder, was dasselbe 
ist, die Spannung im Pendelfaden liefert. Wir brauchen nur, um die diesbezügliche 
Differentialgleichung zu erhalten, statt (3) zu schreiben: 


(6) Le + öt4 Meint dd) —mgroos d 
und als dritte LAarangEsche Gleichung neben den beiden Gin. (4) zu bilden: 
(6) Imi-mrö—mreint gt mg d=Ar; 


dabei haben wir die in (34. 11) vorkommende Größe F,,, gleich r gesetzt, indem wir 
die Bedingung r =}, um Übereinstimmung mit (18.1) zu erzielen, in der Form 


angesetzt haben. Aus (6) folgt un fürr =lundr =7=0 
(7) Al=mgoos d—mi(ö8 + sin! #9). 
Dies stimmt mit (18.6) überein, wenn man dort die rechtwinkligen Koordinaten 
auf die 8, 9 umrechnet. Auch diese Umrechnung wird uns durch das LAGRANGE- 
sche Sohema erspart. 

3. Das Doppelpeondel 


Geeignete Koordinaten g, sind hier die beiden Winkel 9 und 9 aus Fig. 38. 
In den Beseichnungen von $21 schreiben wir an: | 


(8) X=Lsing, x—=ZLsinp+Jieiny, 
Y=Loosy, y=Loosp-+lcosp. 
Daraus folgt, zunächst ohne Vernachlässigung: 
7-04 m43@4 
„X4+m 
2 


Da+zPy+mLics(p—y)PP: 
 Y=—My Y—_-mgy=—(M +m)gLeosp—mgleory. 


Das Vorzeichen des letzten Ausdrucks ist negativ, weil (vgl. Fig.38) Y und y 
positiv im Sinne der Schwererichtung gerechnet werden. Die ans T— V ent- 
stehende Laepanoesche Funktion wollen wir hier A nennen, da wir Z für die 
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Pendellänge verbrauokt haben. Wir erhalten 
8A 2 i 
»- M+mPo+mLlo(@—yy, 


Kema+ mLico(p—y)P, 

8A 2 B . 

„7 M+mgLenp—mLisin(p—yp)Py; 

e—mglsiny+mbhin p—y)or- 

Beim Anschreiben der daraus folgenden Lagrangeschen Gleichungen wollen wir 

sogleich den Übergang zu kleinen 9, y machen. Da 9, % Größen derselben Klein- 

heit wie p, ysind, können ihre Quadrate gestrichen werden. Die in Rede stehenden 

Lagranezschen Gleichungen lauten dann: 
“0 m L. 
Pr 7P = Mm ir 

N) e g L. 

y+79=7P: 


sie erweisen sich als identisch mit den Gin. (21.3), wenn man von den Winkelkoordi- 
naten p, y zu den X, x zurückgeht vermöge der für kleine 9, y vereinfachten 
Gin. (8) 
X x—X 
a ee 


Dies ist unmittelbar ersichtlich für die zweite der GIn. (9) und (21.3); für die 
erste GI. (9) und die erste GI. (21.3) ergibt sich das gleiche, wenn man darin 
rechter Hand » aus der zweiten@t. (B) einträgt. Die an die Gin. (21.3) anschließende 
Diskussion des Schwingungsvorgangs überträgt sich daher unmittelbar auf unsere 
jetsigen Gin. (8) und braucht hier nicht wiederholt zu werden. 

Wir betonen nur noch, daß bei der jetsigen, rein formalen Behandlung von der 
Spannung im Pendelfaden | überhaupt nicht die Rede war; diese ist als innere 
Reaktion des Systems in dem Laeraneeschen Gleichungsansatz implizite ent- 
halten, wie schon in der Anmerkung zu $. 98 hervorgehoben wurde. 


4. Der schwere symmetrische Kreisel 

Die klassischen Koordinaten g, dieses Problems sind die Euszrsbhen Winkel 
Ö, p und y [# und p haben wir schon in (25.4) und (28.5a) eingeführt]. Wir 
definieren sie, zusammen mit den zugehörigen Winkelgeschwindigkeiten, folgen- 
dermaßen, vgl. Fig. 53. . 

1. d ist der Winkel zwischen Vertikale und Figurenachse; positives & ist eine 
Drehung um die zu beiden senkrechte Knotenlinie im Sinne der Reohtsschraube. 

2. y ist der Winkel, den die Knotenlinie mit einer festen Rioktung in der Hori- 
zontalebene, z.B, der X-Achse, bildet; % ist eine Drehung um dir Vertikale. 
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3. 9 ist der Winkel, den die Knotenlinie mit einer festen Richtung in der 
Äquatorebene des Kreisels, z. B. der x-Achse, einschließt; & ist eine Drehung um 
die Figurenachse. 

Die 6, 9, Y sind „holonome“, aber schiefwinklige Komponenten des Drehunge- 
vektors ®, im Gegensatz zu den 7, g, r, die reohtwinklige, aber nichthalonome 

zZ az 


Fig. 53. Definition der Euuzeschen Winkel 8, 9, y und ihres Pfeilsinnes. Die Bezeichnung 
der Achsen entspricht den 8. 124 eingeführten Koordinatensystemen (Z Vertikale, x Fi- 
gurenschee, X raumfeste horizontale Gerade, z kreiselfeste Gerade in der Äqustorebene) 


Drehungskomponenten im körperfesten x, y, z-System waren. Die Richtungs- 
kosinus zwischen beiden Komponententripeln zeigt die folgende Tabelle, die 
gleichzeitig Aufschluß über den Drehungssinn von Ö, 9, y (Rechtsschraubenregel) 
gibt: B . 


Y 
| sin dein 
(10) p | p 
‚y sin dcosp 
rj 1] | cos # 


} 
Die beiden ersten Spalten sind nach dem unter I und 3 Gesagten selbstverständ- 
lich. Zur Begründung der dritten Spalte überlege man, daß die Projektion des 
vertikal gerichteten Drehpfeiles p in die Äquatorebene gleich $ sin # ist und daß 
diese sich durch Projektion innerhalb der Äqustorebene in die beiden bei p und g 
angegebenen Komponenten zerlegt. 

Aus den Horizontalreihen unserer Tabelle, die im Gegensatz zu den Tabellen 
in $2 aur von links nach rechts, nicht auch von oben nach unten gelesen werden 
darf, folgt: 5 , 
p=copd-+sindsinpy, 
1) g=—sinpd+tsindcopp, 

r=9+ca®y. 
(l1s) A+t=H+endg. 
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Aus dem Ausdruck (26.17) wird daraufhin mit B=4 

(12) 7 Et + la + cos a jr. 

Wegen Gl. (25.68) für die potentielle Energie V der Schwere haben wir 


1) I=T-V -2 (+ ein 99) +S.(5 +00 By — Pos d 
P=mgs». 


Z ist unabhängig von den Lagenkoordinaten 9 und p und hängt nur von deren 
Geschwindigkeiten ab. Wir sagen denn: 9 und y sind zyklische Koordinaten. Der 
Name ist hergenommen von einem sich drebenden Rad, dessen dynamisches 
Verhalten jedenfalls nicht von seiner sugenblicklichen Stellung, sondern nur von 
seiner Umfangsgeschwindigkeit bestimmt wird. Somit wird 


Leu _ 


Nach den LaaorAngeschen Gleichungen verschwinden dann die zeitlichen Ablei- 
tungen der Größen 

2 ma 2 

DZ 5 
die wir am Ende des vorigen Paragraphen die zu 9 und y gehörenden Inpuls- 
koordinaten genannt haben und die wir von jetzt ab dauernd mit p bezeichnen 
wollen. Wir schreiben also allgemein 


(14) Dr = 


Im Falle zyklischer Koordinaten gx gilt nun: Die zyklischen Impulskoordinaten 
sind Integrationskonstanten. In unserem Falle ist uns die Bedeutung dieser 
Konstanten bereits aus (25.6) bekannt. Wir haben 


(15) mel, men. 


Was uns aber früher S. 120 fehlte, waren die Ausdrücke dieser Konstanten durch 
die Lagenkoordinaten des Kreisels. Diese ergeben sich jetzt, indem wir nach 
der allgemeinen Regel (14) bilden: 
öL P B 
u eh +08 dp), 
L . . 
Dy = = As 9 + Con dp + co). 


(16) 


Durch Zusammenfassung von (15) und (16) folgt 


n N 
gteady=z: 
Asindy=n—Ncos®. 


am 
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Demit haben wir den Inhalt zweier der Laorangzsohen Gleichungen ausgeschöpft. 
Die dritte betrifft das Änderungsgesstz für 


(18) mg m4d. nämlich 48-2, 


und lautet, wenn man in der sus (13) berechneten rechten Seite zum Schluß p und y iv 
durch an eliminiert!): 


2 =  {n— N oo#) (nos 8 — N) 
uB) . AUF, 


Die rechte Seite, welohe aus 42/00 hervorgeht, enthält nioht nur die uns bekannte 
Schwerewirkung aus (28.4), sondern daneben eine „Scheinkraft‘“, die, wie wir 
von 5. 168 her wissen, aus der Natur des Koordinatensystems entspringt. 

G1. (19) hat den Charakter einer verallgemeinerten Pendelgleiohung. Wir 
brauchen uns aber nioht mit ihrer Integration aufzuhslten, da wir ja das Energie- 
integral 
(20) T+LV/=W 


zur Verfügung haben, welches mit dem Resultat einer ersten Integration von (10) 
identisch sem muß. Indem wir die in GI. (12) vorkommenden Größen $ und % 
abermals durch (17) eliminieren, erhalten wir aus (20) ö 


+ Psin®. 


1) le ]\+ 30 + Pod =W. 


Da hier drei Integrationskonstanten n, N und W auftreten, so ist (21) das allge- 
meine Integral erster Ordnung des Kreisslproblems. Schließlich ersetzen wir, wie 
schon in $ 18 beim sphärischen Pendel, # und # durch 


deu d—i. 


Denn ergibt sich einfach: 
22) (2)- um. 
(23) u=(4 - I ar )a-m- -f ze). 


Da U(u) ein Polynom dritten Grades in « ist, wird die Zeit £ wie beim sphärischen 
Pendel dargestellt durch ein elliptisches Integral erster Gattung: 


“ 
= J Bis 
= vv R 
») Vorseitige Eliminstion von $ und % [z.B. gleich im Anschinß an (13)] würde die 


Laorawee-Funktion Z einschneidend verändern und damit zu einer falschen Bewegungs- 
gleichung für @ führen, wie man leicht feststellt. 


(24) 
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und das Azimut p naoh der zweiten en (17) duroh ein elliptisches Integral dritter 
Gattung (vgl. 8. 88): 
n— Nu du 

(es) ae vn 

Wir können nun die an Fig.28 anschließende Überlegung von 8.88 wieder- 
holen und kommen so zu dem Bilde von Fig. 54: Die Spur der Figurenachse auf 
der Einheitskugel pendelt zwischen den Breitenkreisen v=w, und u=@, 
die sie berührt, hin und her. Die Berührung kann, wie in Fig. 54 dargestellt, in 


einem einfachen Vorbeigange oder in einer Schleife erfolgen, die gegebenenfalls 
ice al! in eine Spitze ausarten kann. Während jeder Pen- 


7 ER delung rliokt die Figurenschse um dasselbe Azimut 


dp vorwärts, das sioh aus (25) als „vollständiges 
elliptisches Integral dritter Gattung‘, ähnlich dem 
in (18. 15) berechnet. 

Soll der Kreisel im besonderen eine reguläre 
Präzession um die Vertikale beschreiben, so müssen 
die Parallelkreise u, und 4, zusammenfallen ; es muß 
also in Fig. 20 (8. 88) die Kurve U(w) die Abszissen- 

RR 2, achse von unten her berühren. Dadurch charakte- 

schweren symmetrischen fiäiert sioh die reguläre Präzession beim sohweren 
Kreisels auf der Einheitekugel Kreisel (im Gegensatz zum Fall des kräftefreien 

Kreisels) als partikuläre Bewegungsform desselben. 

Wenn die beiden Wurzeln u, und ı, nicht genau, sondern nur angenähert 
zusammenfallen, haben wir immer noch scheinbar ein gleichmäßiges Vorrücken 
der Figurenachse um die Vertikale, das aber, wie men bei näherem Zusehen be- 
merkt, von kleinen Nutationen überlagert ist. Wir sprechen dann von einer zueudo- 
regulären Präzession. Dies ist, die typische Ersoheinung bei den üblichen Kreisel- 
experimenten, bei denen wir dem Schwungrad duroh Abzieben einer Schnur einen 
möglichst starken Drall um die Figurenachse erteilen und ihn dann ohne Hinzu- 
fügen eines merklichen seitlichen Anaabes mit dem unteren Ende in seine Pfanne 
setzen. 

Wir verstehen das ini: Der Anfangsdrall R liegt im Experiment 
nahe an der Figurenachse; dasselbe gilt nach der Pomsorschen Konstruktion 
von der anfänglichen Rotationsaohae. Die Figurenschse beschreibt also auf der 
Einheitekugel von Fig. 43 anfangs einen engen Umgang; die diesen Umgang 
berührenden Parallelkreise « = u,, u, sind nahe benachbart und bleiben es im 
ganzen Verlaufe der Bewegung, wie aus unserer allgemeinen Darstellung in Fig. 54 
hervorgeht. Der Drall und daher auch die Rotation sind anfangs sehr stark; 
sie bleiben es such, abgesehen von Reibungsverlusten, während der folgenden 
Bewegung. Die Nutationen erfolgen also in sehr kurzem Zeitmaß und sind fast 
unsichtbar. Der Kreisel scheint dem Einfluß der Schwere nicht nachzugeben, sondern 
dauernd senkrecht dagegen auszuweichen. Dieses paradoxe Verhalten hat von 
jeher das Interesse der Liebhaber und Forscher an die Kreiseltheorie gefesselt. 


We 
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& 36. Andere Ableitung der Lagrangeschen Gleichungen 

Wenngleich dss Prinzip der kleinsten Wirkung einen Königsweg zu den allge- 
meinen Lasrangzschen Gleichungen eröffnet, der an Übersichtlichkeit und Kürze 
nicht übertroffen werden kann, so empfinden wir diesen Weg doch als etwas 
künstlich. Die eigentliche Wurzel der Laaraxgzschen Gleichungen, die in den 
Transformationseigenschaften der verschiedenen mechanischen Größen. liegt, 
wird dadurch nicht aufgedeckt. Die folgende Ableitung soll dem abhelfen. 

Wir betrachten ein System von n/3 Massenpunkten (rn soll durch 3 teilbar sein), 
das beliebigen (der Einfachheit halber holonomen) Bedingungen unterworfen sei. 
Ihre Zahl ist gleich » — /, wenn f die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems 
bedeutet. In der Bezeichnung wollen wir an die Gin. (2) in $34 anknüpfen. Wir 
numerieren also die jetzt als rechtwinklig vorauszusetzenden Koordinaten durch 
und nennen sie 2, 2...2,; ebenso die Komponenten der äußeren Kräfte 
X»&2...X,.. Die Komponenten der elementaren Bewegungsgrößen unserer 
Massenpunkte mögen £,, £,...£, heißen. Wir würden sie lieber 2, Ps-- - Pa 
nennen nach der allgemeinen Verabredung in (35. 14), müssen aber diese Bezeioh- 
nung für die allgemeinen LagrAanGeschen Impulskoordinaten reservieren. Es ist 
dann 


{l) Kemia, i=1L2...n 

wobei die m, natürlich zu je dreien einander gleich sind. Die Bewegung unseres 
Systems wird durch die LAcrangkschen Gleichungen erster Art (12.9) beschrieben, 
die in unseren jetzigen Beziehungen lauten: 


.? A. 
(2) urttr She i=12..,.». 


Jetzt führen wir die allgemeinen Zagenkoordinaten q, . . .g; ein, die so gewählt 
werden können und sollen, daß, wie in (34.2), die n — f Bedingungen F, = 0 
identisch erfüllt werden. Dann bestehen zwischen den alten und neuen Geschwin- 
digkeitskoordinaten die Gin. (34.2b), die, nach den & aufgelöst, folgendermaßen 
geschrieben werden mögen: 

/ 
8) 4= Zar, i=l,2...n. 


Die a,, in (34.2b) F,. genannt, sind, wie dort hervorgelioben, Funktionen der 
Z,...2, und daher such derg,...g,. Während also die alten und neuen Zagen- 
koordinaten durch eine beliebige ‚Punktiransformation‘‘ miteinander zusammen- 
hängen, transformieren sich die Geschwindigkeitskoordinaten linear, mit Koeffi- 
zienten, die selbst noch von den Lagenkoordinaten abhängen. 

Wie transformieren sich nun die Kraftkoordinaten ineinander? Wir nennen die 
neuen Kraftkoordinsten Q, und definieren sie wie in (34.7) durch die Invarianz 
der virtuellen Arbeit, d. h. durch 


n E u 
(4) dA = 2 Kuda = Z Qr Öle - 


1 bel 
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Indem wir von den virtuellen zu den wirklichen Verrückungen und von diesen zu 
den betreffenden Geschwindigkeiten übergeben, schreiben wir statt (4) mit Rück- 
sicht auf (3) 


! a ku u b 
(48) Zn= EX aıdı- 
kml {ml bel 


Die 4, sind, im Gegensatz zu den &,, voneinander unebhängig. Ihre Koeffizienten 
müssen also rechts und links in (4a) einander gleich sein; also 


(6) . 9 = 2 au Kı, k=12...[. 


Dies ist die gegenüber (3) „transponierte“ Transformation, indem nämlich in (3) 
über k, in (6) über # summiert wird. Ausgeschrieben, haben wir 


=yhth--- As Ku tmhrt 
eat taad---ı Qui taait'- 


Die „Transposition“ besteht also in einer Vertauschung von = mit au. Wir 
sagen: Die Kraftkoordinaten transjormieren sich kontragredient!) zu den Geschwindig- 
keitskoordinaten. 

Ebenso wie die Kraftkoordinaten, also kogredient mit ihnen, transformieren sich 
die Impulskoordinaten. Die Impulse können wir ja als diejenigen Stoßkräfte 
auffassen, die die jeweilige Geschwindigkeit von der Ruhe aus erzeugen. Nennen 
wir die neuen Impulse 7,, so drüpken sich also diese durch die alten £, folgender- 
maßen aus: 


(6) M=Fark. 
im1 


Damit sind die p, definitionsmäßig festgelegt. Die Definition ist zwar reichlich 
umständlich, läßt sich aber leicht in eine ainnvollere Form umsetzen. Wir betrach- 
ten zu dem Ende wie 8.163 den Ausdruck der kinetischen Energie als Funktion 
der 9 einerseits, der & andererseits, was wir nötigenfalls durch die Bezeichnungen 


T; und T; 
unterscheiden werden. Daraufhin bilden wir 
87; 87T; [Bir 
m edr P2 dx a. x 


Die eckige Klammer bedeutet hier, daß bei der Differentiation nach dı sowohl die 4% 
als auch alle übrigen 3 außer 4, festgehalten werden sollen. Der so gemeinte Diffe- 
rentialquotient ist aber nach GI. (3) einfach a,.. Andererseits liefert der ele- 


1) Nach dem Spraobgebrauch der allgemeinen Belativitätstheorie sollten wir die Größen 
Q sowie die sogleich zu definierenden p durch Heraufrücken des Index (Q#, p*) als kontra- 
gredient (oder „‚kontrevariant‘“‘) zu den 9, kennzeichnen. Wir glauben sber, daß dieser in 
der allgemeinen Relativitätetheorie wichtige Gebreuch für unsere Zwecke entbehrlich ist. 
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mentare Ausdruck 
1 N 20T; 
T;=z I, mit offenbar Zeh 
Statt (7) hat man also 
®) ee aut 
” cms ksi. 
u 
Die rechte Seite stimmt mit derjenigen von (6) überein.. Daher das Resultat: 
_.% 
(9 u ar + 


Unter der Annahme, daß die äußeren Kräfte ein von den g unabhängiges Poten- 
tial V haben, und mit Einführung von Z= 7— V kann man statt (9) auch 
schreiben: 


öL 
(98) = DD” R 
Damit haben wir die in (35.14) vorweggenommene Definition der p, allgemein 
begründet. 


Wir sind jetzt vorbereitet, auch die Bewegungsgleichungen (2) in unsere all- 
gemeinen Koordinaten zu transformieren. Dazu multiplizieren wir sie der Reihe 
nach mit a,, und summieren über i. Auf der rechten Seite entsteht nach (5) im 
ersten Gliede: 


[44 
(10) a = = 
Im zweiten Gliede rechts tritt als Faktor von A, auf: 
S er 
(u) a. — für a=/+L...n. 
Pu 
Nach (3) ist aber 
u, 
(12) = 24’ 


man erkennt dies, wenn man in der mit (3) identischen Gleichung dx, = I a,, dgı 
alle g außer g; festhält. Statt (11) kann man also auch schreiben 


OR, Om _ OB, 
en 
Da aber nach (34. 2) gerade die F, für«a =/-+ 1...» durch Wahl der g, identisch 
zum Verschwinden gebracht worden sind, so verschwindet auch die partielle 
Ableitung der F, nach den g,. Die rechte Seite unserer Gleichung reduziert sich 
also auf (10). 
Die linke Seite heißt zunächst: 
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wir formen sie um in 


as) Zus Ya a Dion 


dabei haben wir von (6) und (12) Gebrauch gemacht. Die letzte Summe schreiben 


wir um in: 
Zug mr imi-zt 


der Index g bei T macht hier darauf anfmerksam, daß vor der Differentiation 
nach g der vorherin den & geschriebene Ausdruck von 7’ in die g, 7 umzusetzen ist. 
Hiernach wird die rechte Seite von (13) 
dpr eT 
a 
Da sie gleich (10) sein soll, erhält man 

du _2T_ 89 _ ob 
nm [Tr "Fr 7 ur 7 7 ä 
Dies ist aber mit Rücksicht auf (9a) identisch mit der Laarangzschen Gleichung 
aus (34.6) oder auch, wenn man von der Existenz einer potentiellen Energie 
absehen will, mit der aus (34.8). 

Somit haben wir uns im vorstehenden überzeugt, daß wir bei der Ableitung 
der Laaranazschen Gleichungen auf das Hilfsmittel des Wirkungsprinzips ver- 
sichten können, wenn wir uns statt dessen nur hinreichend in die Transformstions- 
eigenschaften der mechanischen Größen vertiefen, 


(13a) 


& 37. Das Prinzip der kleinsten Wirkung (Aktion) von Maupertuis 


Wir knüpfen an den Schluß von $ 33 an, wo wir von dem teleologischen Charakter 
des Prinzips der kleinsten Wirkung sprachen. Teleologiseh heißt zweckmäßig 
oder zielbewußt. „Die Natur wählt unter allen möglichen Bewegungen diejenige 
aus, die ihr Ziel mit dem kleinsten Aufwande von Aktion (Wirkung) erreicht“, 
so könnten wir etwa, zwar sehr unbestimmt, aber durchaus im Sinne des Entdeckers 
dieses Prinzips sagen. 

Nicht nur teleologische, sondern auch theologische Gesichtspunkte spielten 
dabei eine Rolle. MAUPERTUIS empfiehlt sein Prinzip damit, daß es der Weisheit 
des Schöpfers am besten entspreche. Auch Lrisniz lagen solche Argumente 
im Blute, wie der Tite} seiner ‚Theodizee‘ (Rechtfertigung Gottes) zeigt. 

MAUPERTUIS lat sein Prinzip im Jahre 1747 veröffentlicht. Er wurde auf 
einen (im Original verlorengegangenen) Brief von LEIBNIz aus dem Jahre 1707 
verwiesen, verteidigte aber seine Priorität leidenschaftlich, sogar unter Einsetzung 
der Machtmittel, welche ihm als Präsidenten der Berliner Akademie zur Verfügung 
standen. Eine mathematisch bestimmtere Form nahm das Prinzip aber erst 
in den Händen von EuLER und besonders von LA@RANGE an. 

An unserer obigen Formulierung des Prinzips ist zweierlei unbestimmt: 
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1. Was soll hier unter dem Worte „Wirkung“ verstanden werden ? Offenbar 
nicht dasselbe wie beim Hamtronschen Prinzip, wenn anders es sich jetzt um 
eine zwar verwandte, aber doch von der Hamirronschen verschiedene Formu- 
lierung handeln soll. 

2. Was bedeutet das Wort „alle möglichen Bewegungen‘? Es ist durchaus 
notwendig, die Gesamtheit der zum Vergleich heranzuziehenden Bewegungen 
genau zu definieren, um aus ihnen die wirkliche Bewegung als die zweokmäßigste 
oder günstigste auswählen zu können, 

Zu 1. Leisnız betrachtete als elementare Wirkung das Produkt 2 T7.dt. 
Auch wir werden im folgenden als „Wirkungsintegral“ oder als „Wirkungs- 
funktion“ die Größe bezeichnent); 


a) S=2[/T“. 
% 


MAUPERTUIS, der ähnlich, wie CARTESIUS die Bewegungsgröße m v in den Vorder- 
grund stellte, sah als elementare Wirkung das Produkt mv. ds an. Es ist aber 
klar, daß beide Ansätze, der LEIBNIzsche und der MauPErtvissche, beim einzel- 
nen Massenpunkt auf das gleiche binauskommen, da ja gilt: 


(2) 2T-d=mu.vd=mov-ds. 


Diese Gleichheit besteht aber auch für beliebige mechanische Systeme, wenn hier 
unter Wirkung die über alle Massenpunkte genommene Summe der m, v, ds, 
verstanden wird. 

Zu 2. Beim Hamtoronschen Prinzip hatten wir die Gesamtheit der zum Ver- 
gleich zugelassenen Bewegungen durch die Bedingungen (1) und (2) in $ 33’einge- 
schränkt. (2) behalten wir bei, (1) ändern wirab, Wir wollen nämlich statt. öt = 0 
verlangen 


(3) 6$W=0. 


Wir ziehen also zum Vergleich nur Bahnen vom derselben Energie W heran, wie die 
der zu untersuchenden Bahn. Damit ist natürlich zugleich ausgesprochen, daß 
unser jetziges Wirkungsprinzip nur für Bewegungen gilt, bei denen der Erhal- 
tungssatz der Energie erfüllt ist, wo also die Kräfte ein Potential haben. Nennen 
wir dieses V bzw. bei den variierten Bahnen 9 + öV, so haben wir wegen (3) 


(4) ST +67 =0, HV=—HT, dJL=dT—6V =2Ö0T. 


Zur Veranschaulichung des durch die Bedingung (3) abgeänderten Sachverhalts 
erinnern wir an Fig. 52. Dort gehören zwei durch die Variation ög aufeinander 
bezogene Punkte zur gleichen Zeit t. Das ist jetzt nicht mehr der Fall. Die Zeit im 
variierten Punkte ist nicht t, sondern t + öt (vgl. Fig. 55). Daher erreicht auch 
unsere variierte Bahn den Endpunkt P nicht zur Zeit t =1,, sondern, nach. der 


!) Der Faktor 2 ist natürlich für die Frage des Minimums von’ S unwesentlich. Er ist 
aber für die anschließenden Formulierungen in $ 44 bequem. Übrigens bestand bei Luıs- 
NIz noch eine Ungewißheit darüber, ob or als „‚Vis viva‘‘ m v* oder, wie wir, !/, m u? bezeichnen 
sollte, 
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Art, wie unsere Figur gezeichnet ist, zn einem späteren Zeitpunkte. Dem Punkt Q, 
der auf unserer varlierten Bahn zur Zeit = t, gehört, entapricht auf der ursprüng- 
lichen Bahn eine frühere Zeit 4 — öt,. 

Wir gehen daraufhin die Rechnungen in $33 durch. Die GIn. (3) und (4) 


Fig. 55. Die Variation der „Bahn“ beim MAUPERTUIS- 

schen Prinzip. Da die Energie nicht variiert wird, 

gehören die Punkte g der ursprünglichen und qg + ög 

der veriierten Bahn zu verschiedenen Zeiten i und 

# +6. Dem Endpunkt P ist auf der variierten Bahn 
der Punkt @ zugeordnet 


daselbst bleiben gültig, aber GI. (5) ist abzuändern, weil sie nur, wie dort hervor- 
gehoben, für d = 0 gilt. Was an ihre Stelle tritt, ersehen wir, wenn wir jetzt 
bilden: 


(6) dz+dr) de 


KM 
Wir schreiben den ersten Differentielquotienten rechte um in 


EeLTIE BI ERTEER 
rain te, 


wo die nicht hingeschriebenen Produktglieder von kleinerer Ordnung werden. 
Aus (6) folgt daher 


(6) 


d .d 
also 
d r .d 
(7) ze)=& +2; (). 
Setzen wir dies in (33.4) ein, so - wir bei ne Index k: 
(8) 2, da =, Zr do) — & il 7. 


Aus (33.3) ergibt eich daher, da a (8) für die Koordinaten y und z ebenso wie 
für x gilt, statt (33.8) 


d e . 3 d 
(9) m (dr due + Ge öya + Bude) = OT + ST (0) +84. 
Hier setzen wir mit Rücksicht auf (4) 
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wobei sich als rechte Seite von (9) ergibt: 
(10) ger+ır®. 


“Jetzt integrieren wir (9) von t, bis 4. Dabei verschwindet die linke Seite wegen 
der Bedingung (33. 2); man erhält daher wegen (10) 


IM ß 

(un 2jora+2/Tas=0. 
[7 [73 
Dies ist: aber nichte anderes als 
bı 
(12) 25/Tu 
[2 

oder such wegen (1) 
(128) 8-0. 


Damit haben wir das Prinzip der kleinsten Wirkung, wie es MAUFERTUIS vor- 
geschwebt hat, ausführlich begründet, 
Zu dem Übergangs von (11) zu (12) möge noch ausdrücklich bemerkt werden: 
Beim Hamtcronschen Prinzip konnten wir wegen & = 0 die beiden Symbole 
s/Tä ud j[örTd 
miteinsnder verteuschen, wie eg z. B. in den Gin. (33.10) und (33.11) geschah. 
Von unserem jetzigen Standpunkte aus unterscheiden sie eich aber in charakte- 
ristischer Weise, wie der Vergleich der vorstehenden Gin. (11) und (12) zeigt. 
Betrachten wir speziell eine kräftefreie Bewegung, so folgt für diese aus dem 
Energiesatz 7 = W und aus (12) mit Rücksicht auf (8): 


& 
13) sju-—m=0. 


Dies ist das Prinzip der kürzesten Ankunft, das FEEMAT formuliert und auf die 
Brechung des Lichtes angewandt hat, nachdem schon im Altertum HxBOoN in ent- 
sprechender Weise die Reflexion des Lichtes behandelt hatte. 

Beim einzelnen kräftefreien Massenpunkt können wir statt 7 =W auch 
v — konst. sagen und statt (12) schreiben: 
(14) sfvdi=dfd=d. 


Dies ist das Prinzip des kürzesten Weges, welches die kräftefreie Bahn eines Massen- 
punktes z.B. auf einer krummen Fläche oder auch {allgemeine Relativitäts- 
theorie) in einer beliebig gekrümmten Mannigfaltigkeit als geodätische Linie be- 
stimmt. Wir kommen darauf in $ 40 zurück. 

Jacosı hat in seinen berühmten Königsberger „Vorlesungen über Dynamik“ 
vom Jahre 1842 (herausgegeben von ÜLERSCH) das Bedürfnis begründet, aus dem 
Wirkungsprinzip die Zeit t ganz zu eliminieren. Das ist möglich, weil 
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und daher 
a Yon, de 
a 
d=Yaw_y' 


Man kann also statt (12) verlangen 
(16) sw —WIEm.dE=0. 


Die Variation erstreckt sich hier bei festem W nur auf die räumliche Beschaffen- 
heit der Bahn des Systems, ohne daß man von ihrer zeitlichen Durchlaufung über- 
haupt zu sprechen braucht. 

Wir kommen nochmals aufdie teleologische Seite dieses und des HamıtTonschen 
Wirkungsprinzips zurück, indem wir bemerken, daß die „kleinste Wirkung“ unter 
Umständen auch eine „größte Wirkung“ sein kann, daß es sich nämlich bei der 
Forderung d... = O nicht um ein wirkliches Minimum, sondern im allgemeinen 
nur um ein Äxtremum handelt. Wir sehen das am einfachsten am Beispiel der 
geodätischen Linien auf der Kugel, welche Großkreise sind. Liegen Anfangs- 
punkt O und Endpunkt P der Bahn in derselben Halbkugel, so ist zwar der sie 
direkt verbindende Großkreisbogen kürzer als alle Kreisbögen, die durch Ebenen 
ausgeschnitten werden, welche durch O und P, aber nicht durch den Mittelpunkt 
der Kugel hindurchgehen. Aber such der komplementäre Großkreisbogen, der 
bei umgekehrter Anfangsriehtung in O über die andere Halbkugel hinweg nach ? 
führt, ist eine geodätische Linie und diese ist länger ala alle anderen Kreisbögen, 
die von O nach P über die andere Halbkugel hin verlaufen. Wir schließen daraus, 
daß wir allgemein bei den Integralprinzipien nicht an eine Zielbewußtheit der 
Natur zu denken brauchen, sondern nur an eine mathematisch bescnders ein- 
drucksvoll formulierte Extremaleigenschaft der dynamischen Gesetze. 

MAUPERTUIS nahm für sein Prinzip allgemeinste Gültigkeit unter allen Natur- 
gesetzen in Anspruch. Heutzutage aind wir eher geneigt, diese Eigenschaft dem 
Wirkungsprinzip von HamiLron zuzuerkennen. Wir erwähnten bereits S. 162, 
daß HELMHOLTZ seinen elektrodynamischen Studien dieses Prinzip zugrunde gelegt 
hatte. Seitdem hat man auf den verschiedensten Gebieten Integralprinzipien von 
Hamıtronscher Form verwendet. 

Wir werden in Band II direkt dieses Prinzip heranziehen, um den Begriff des 
Flüssigkeitedruckes zu vertiefen. Dabei wird sich als besonderer Vorzug ergeben, 
daß wir auf diesem Wege außer den Differentialgleichungen des Problems auch die 
Randbedingungen gewinnen, denen die Lösungen der in diesem Falle partiellen 
Differentialgleichungen zu genügen haben. Dasselbe zeigt sich bei anderen Auf- 
gaben mit kontinuierlicher Massenverteilung (Kapillarität, schwingende Platte 
usw.). In vielen Fällen muß die Lagraneesche Funktion Z, die in das Variations- 
prinzip eingeht, je nach der Natur des Problems erst gesucht werden. Das ist 
z. B. der Fall bei der Bewegung eines Elektrons in einem Magnetfelde, wo sich die 
wirkende Kraft nicht aus einem Potential Y ableiten läßt; ferner in der Relativi- 
tätstheorie, wo Z nicht mit dem von uns in (4. 10) abgeleiteten Ausdruck der kine- 
tischen Energie gebildet werden darf. Vielmehr tritt hier als kinetischer Anteil 
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des Wirkungsprinzipe der Ausdruck 


(16) me [N — Par f 
auf, dessen EuLe&sche Ableitung unmittelbar auf den relstivistischen Impuls 
in (2.19) und daher auch auf das Gesetz der geschwindigkeitsabhängigen Elektro- 
nenmasse führt. Im allgemeinen, insbesondere außerhalb der Mechanik, ist die 
Auffindung der Lagrangzschen Funktion Z, welche über das Varistionsprinzip 
zu vorgegebenen Differentialgesetzen führt, eine schwierige Aufgabe, für deren 
Lösung es keine allgemeingültigen Regeln gibt. In dem vorgenannten Falle des 
Elektrons im Magnetfelde wurde diese Aufgabe von LARMoR und SCHWARZSOHILD 
in einfacher Weise gelöst. Eine Zerlegung von Z in einen kinetischen und poten- 
tiellen Anteil nach dem Schema Z = T — V ist dann im allgemeinen nicht ınehr 
möglich. 

Es ist besonders hervorzuheben, daß die in (16) unter dem Integralzeichen 
stehende Größe nichts anderes ist als das Element der Zigenzeit (2.17), welches 
von Mnwkowsei als einfachste Invariante der speziellen Relativitätatheorie er- 
kannt und von Einstein als Weltlinienelement auf die allgemeine Relativitäts- 
theorie verallgemeinert wurde. In der Fassung (16) genügt also das HAMILTONsche 
Prinzip von zelbst der Invarianzforderung der Relativitätetheorie. Hierin sieht 
Pıanoxt) den „glänzendsten Erfolg, den das Prinzip der kleinsten Wirkung er- 
rungen hat“. 


Siebentes Kapitel 
Die Differentialprinzipien der Mechanik 


& 38. Das Gaußsche Prinzip des kleinsten Zwanges 


Gauss war nicht nur der princeps mathematicorum, sondern auch, als Astro- 
nom und Geodät, ein passionierter numerischer Rechner. Seine Methode der 
kleinsten Quadrate hat er in drei großen Abhandlungen immer tiefer begründet, 
und wenn er einmal (gegen seinen Willen) an der Göttinger Universität eine Vor- 
lesung halten sollte, hat er am liebsten „Methode der kleinsten Quadrate” ange- 
kündigt, 

Seine kurze Abhandlung von 1829 „Über ein neues allgemeines Grundgesetz der 
Mechanik“*) beschließt er mit dem charakteristischen Satz: „Es ist sehr merk- 
würdig, daß die freien Bewegungen, wenn sie ınit den notwendigen Bedingungen 
nicht bestehen können, von der Natur gerade auf dieselbe Art modifiziert werden, 
wie der rechnende Mathematiker, nach der Methode der kleinsten Quadrate, Er- 
fahrungen ausgleicht, die sich auf untereinander durch notwendige Abhängig- 
keiten verknüpfte Größen beziehen,“ 


!) Vgl. den lehrreichen Artikel in ‚Die Kultur der Gegenwart‘, Teil III, Abteilung LIT, 1 
(Leipzig 1915, B. G. Teubner, 8. 701). 
%) Orelles Journ. f. Math. 4, 1829; Werke 5, $. 23. 
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GATSS nennt soin neues Grundgesetz: Prinzip des kleinsten Zwanges. Als Maß 
des Zwanges definiert er „die Summe der Produkte des Quadrates der Ablenkung 
jedes Punktes von seiner freien Bewegung in seine Masse“. Wenn wir wieder, wie 
zuerst in $12, die Massenpunkte und ihre rechtwinkligen Koordinaten durch- 
numerieren, ergibt sich hiernach als Maß des Zwanges bei im ganzen n Massen- 
punkten: 


@) 2- Sm{a-). 


Es ist nämlich die „freie Bewegung“, wie sie unter Niohtachtung der inneren 
Bindungen erfolgen würde, bestimmt durch: 


„2 
=, 
Die in der Klammer von (1) stehende Größe ist also in der Tat die beim k"" Massen- 
punkte durch den Zwang hervorgerufene „Ablenkung von der freien Bewegung“. 
Wir können diese Größe auch nennen: die durch die Masse dividierte „verlorene 
Kraft“ (vgl. 8.53), so daß wir statt (1) auch schreiben können 


@) 2= 3; Verl. Krafip. 


Die verlorenen Kräfte und die reziproken Massen spielen hier also dieselbe Rolle 
wie die Fehler und die Gewichte in der Fehlerrechnung. 

Wir müssen nun aber weiter definieren, wie das Wort „kleinster Zwang‘ gemeint 
ist. Dazu müssen wir angeben, welche Größen festgehalten, welche bei der Berech- 
nung von dZ = 0 variiert werden sollen. - 

Festgehalten sollen werden: 

a) Der jeweilige Zustand des Systems, d.h. Lage und Geschwindigkeit aller 
Massenpunkte. Wir haben also zu setzen: 

(8) iı,=0, 4 =0. 

b) Die Bedingungen, denen das System unterliegt. Nehmen wir diese in der 
holonomen Form F (x,, 2, . ..) = 0 an, so haben wir bei der Variation die Neben- 
bedinguugen zu beachten: 


. 3n 
(4) Sr, = ‚ i=L2...r, 
e ci 
wo r die Anzahl der Bedingungen, aleo 3» —r = / die Anzahl der Freiheitsgrade 
des Systems ist. Wir wollen aber sogleich die Gin. (4) zweimal nach t differenzieren, 
wobei Glieder mit dx, && und 62 entstehen. Von diesen brauchen wir wegen (3) 
nur diejenigen mit ö£ hinzuschreiben, also 


Sn 
(48) Yaa =0. 


480.1 Das Hertzsche Prinzip der geradesten Bahn 187 


c) Die auf das System wirkenden Kräfte und natürlich auch die Massen, so daß 
wir haben: 
(6) 8X, =0, Im=0. 
Zu variieren sind dann nur die 3,. 

Wir erhalten hiernach sus (1), wenn wir die Nebenbedingungen (4a) nach der 
Methode der Lackanazschen Multiplikatoren berücksichtigen: 


u u z er 
(6) 2 = 23 Im u.— X 4 a 6, =0. 
Allerdings sind von den ö2 nur / =3»—r voneinander unabhängig. Aber wir 
können durch Wahl der A, wie 8.59 r von den { } zum Verschwinden bringen, so 
daß nur noch / Glieder in (6) übrigbleiben, deren ö2, nun als voneinander unab- 
hängig behandelt werden können. Daher müssen auch die zugehörigen / übrigen 
{} verschwinden. Man erhält so genau die Lagrangeschen Gleichungen erster 
Art in der Form (12.9). 

Es ist klar, daß der Beweis ohne Änderung rich auch auf niohtholonome Bin- 
dungen überträgt. Wir haben also in der Tat, wie Gauss in der Überschrift zu 
seiner Abhatidlung sagt, „ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik“ vor 
uns. Dieses Grundgesetz stellt sich gleichwertig neben das D’ALEMBIERTsche Prin- 
zip und ist wie dieses ein Differentialprinzip, weil es nur von dem gegenwärtigen 
Verhalten des Systems handelt, nicht von dem künftigen oder früheren. Dem- 
entsprechend braucht man hier nicht die Rechenregeln des Variationskelküls, 
sondern kommt mit den Vorschriften der gewöhnlichen Differentislrechnung für 
die Bestimmung der Maxima und Minima aus. 
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Eigentlich handelt es sich hier nur um einen Spezialfall des Gaussschen Prinzipe. 
Daß aber Hartz sein Prinzip, wenn auch nicht als neu, so doch als allgemein 
erklären konnte, gründet sich darauf, daß es ihm gelungen war, die Kräfte, wie 
wir schon 8. 5 sagten, durch Koppelungen zwischen dem betrachteten System und 
anderen mit ihm in Wechselwirkung stehenden Systemen zu ersetzen. HERTZ 
konnte sich also auf kräflefreie Systeme beschränken. Weiter mußte er, um zu der 
von ihm ins Auge gefaßten geometrischen Deutung zu gelangen, elle Massen als 
Vielfache einer, sagen wir, atomaren Einheilsmasse auffassen. Der Faktor mı in 
dem Gaussschen Ausdruck (38.1) wird dadurch zu 1, während X, zu Null wird. 
Der Ausdruck (38.1) geht dabei über in 

N 
il) z=r3. 
k-1 
Hier haben wir durch den oberen Summationszeiger N angedeutet, daß die Zahl 
der Einheitsmassen, über die nach der vorgesehenen Koppelung und Massen- 
zählung zu summieren ist, in einer nicht näher angebbaren Weise gewachsen ist, 
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Wir wollen aber in (1) noch eine Änderung vornehmen, indem wir ersetzen 
- N 
ä, durch I mit de Tcz. 
{ det kei 
Dies ist deshalb erlaubt, weil der Energiesstz, der eine Folge der Lagrauarschen 
Gleichungen erster Art, also auch eine Folge des Gaussschen Prinzips ist, bei 
unseren jetzigen Spezialisierungen lautet: 


1 de, \* 
2) -# 
oder, kürzer geschrieben: 


@) (am. 


Indem wir (1) mit dem Quadrat dieser Konstanten dividieren, erhalten wir aus Z 
die Größe 
EN 
® -3@)- | 
ge“ \ 

Hzarz nennt ds das Linienelement, VK die Krümmung der von dem System 

beschriebenen Bahn und postuliert: 
(4) 6K=0. 
„Jedes freie System beharzt in seinem Zustande der Ruhe oder der gleichförmigen 
Bewegung in einer geradesten Bahn.“ 

* Die Ausdrucksweise (vgl. art. 309 seimes früher zitierten Buches) ist so gewählt, 
daß sie an die Newrronsche Fassung der Lex prima erinnert. 

Die mathematische Behandlung der Forderung (4) folgt derjenigen von Gauss 
und führt auf Grund der 8. 186 unter a) und b) genannten Variationsbedingungen 
jetzt offenbar auf die kräftefreien Lagrangzschen Gleichungen erster Art (mit 
m: = 1). 

Wodurch rechtfertigen sich aber, so müssen wir fragen, die Bezeichnungen 
„Linienelement“ für die Größe ds und „Krümmung“ für die Größe YXi Offenbar 
sind sie polydimensional aufzufassen. Wir befinden uns nicht im dreidimensionslen, 
sondern im N-dimensionalen euklidischen Raum der Koordinaten z,, 22... .2y. In 
diesem ist das Linienelement in der Tat bekanntlich durch (2) gegeben; daß 
das Quadrat der Bahnkrümmung allgemein durch (8) dargestellt wird, erken- 
nen wir, ausgehend von dem zwei- und dreidimensionalen Falle, folgendermaßen: 

Nach Gl. (5.10) haben wir im Raum der Koordinaten z,, 2%, 

ı de\* 
(6) Keu=(2)- 
de ist nach Fig. 4b der Winkel zwischen zwei benachbarten Tangenten an die 
Bahn, deren Berührungspunkte den Abstand A« haben. Diese Tangenten haben 
die Richtungskosinus 


8. di; 
(6) m, do. HE, Get ein. 
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Nun sind aber diese Richtungskosinus zugleich die Koordinaten der beiden Punkte, 
welche die vom Mittelpunkt eines Einheitskreises parallel zu den beiden Tangenten 
gezogenen Radien aus dem Einheitskreise anschneiden; und das Bogenmaß des 
Winkels As ist der Abstand dieser beiden Schnittpunkte. ‘Es wird also nach (6) 


At = + | | Ass 
und nach (5) 
j et} 


Im Raum der drei Koordinaten z,, z,, x; ist Ae wieder als Winkel benachbarter 
Tangenten an die dreidimensionale Bahn definiert. An Stelle des Einheitakreises 
tritt hier die Einheitskugel, durch deren Mittelpunkt Parallelen zu den beiden 
Tangenten zu legen sind. Der Abstand ihrer Schnittpunkte gibt das BogenmaB 
des jetzigen As, und es ist: 


di (dez, 
ve ET ]ae 
Daraus folgt nach (5) der nunmehr dreigliedrige Ausdruck für K. 

Die Verallgemeinerung auf den Raum von N Dimensionen und auf die zu be- 
weisende N-gliedrige Gl. (3) ist evident. 

Wir müssen hiermit unseren Bericht über die Herrzsche Mechanik beschließen. 
Wie schon $. 5 gesagt, ist sie äußerst anregend und konsequent durchgeführt, aber 
wegen des komplisierten Ersatzes der Kräfte durch Koppelungen wenig fruchtbar 
geworden. 
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Die geodätischen Linien auf einer beliebigen krummen Fläche definieren wir 
hier als die Aräftefreien (also auch reibungslosen) Bahnen eines an die Fläche ge- 
bundenen Massenpunktes. Die Masse des Punktes sei gleich 1 gesetzt, die Glei- 
chung der Fläche sei F(z, y,2) =. 

Das MAuPERTUISsche Prinzip sagt aus, daB diese geodätischen zugleich kürzeste 
Linien oder allgemeiner (vgl. 8. 184) Linien von exiremaler Länge sind. Die Ge- 
schwindigkeit auf der Bahn ist konstant wegen der Gültigkeit des Energiesatzes. 
Durch geeignete Wahl der Energiekonstanten können wir die Geschwindigkeit zu 1 
machen und dementsprechend d/dt durch d/ds ersetzen. 

Zu der elementaren Definition der geodätischen Linien kommen wir, wenn wir 
unsere Bahnen durch die La6rangeschen Gleichungen erster Art beschreiben. 
Bie lauten in unserem Falle in vektorieller Form abgekürzt: 


) v=AgradF, 


v hat die Richtung der Hauptnormale unserer Bahnkurve, wenn, wie in unserem 
Falle, v» = konst,, also d = 0 ist, vgl. in $5 den Anfang von Nr, 3; d liegt also in 
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der Schmiegungsebene, vgl. ebenda. Andererseits hat grad F die Richtung der 
‚Flächennormale, da ja für alle Fortschreitungsriobtungen dz, dy, dz auf der Fläche 
gilt 
or [24 [24 
„er,atr,&=0, 
so daß die Richtung 
or dr or 


in der Tat normal zu diesen Fortachreitungsrichtungen steht. In (1) ist also die 
elementare Definition der geodätischen Linien enthalten: Ihre Hauptnormale hai 
die Richtung der Flächennormale, oder auch: ihre Schuniegungsebene geht durch die 
Flächennormale. 

Jetzt ziehen wir das Prinzip der geradestien Balm heran. Nach diesem hat. die 
geodätische Linie eine kleinere Krümmung als ihre Nachbarbahnen; dabei sind 
nach der Bedingung (38.3) die zum Vergleich heranzuziehenden Nachbarbahnen 
dadurch beschränkt, daß sie durch denselben Punkt mit derselben Tangente hin- 
durchgehen sollen wie die geodätische Linie an der betrachteten Stelle. Wir er- 
halten die Gesamtheit dieser Nachbarbahnen, wenn wir durch die betreffende 
Tangente außer der Ebene durch die Flächennormale, welche die geodätische Linie 
ausschneidet, alle möglichen schiefen Ebonen legen und ihre Schnitte mit der 
Fläche bestimmen. Diese schiefen Schnitte haben nun nach dem HerTzschen. 
Prinzip eine größere Krümmung als die Normalschnitte, also einen kleineren Krüm- 
mungsradius. j 

Dem entspricht der Meueniersche Satz der Flächentheorie, welcher besagt: 
Der Krümmungsradius eines schiefen Schnittes ist gleich der Projektion. des 
Krümmungsradius des Normalschnittes auf die Ebene des schiefen Schnittes. 
Wir erkennen also in dem Muusnterschen Satz eine quantitative Spezifizierung 
der allgemeinen Aussage des Prinzips der geradesten Bahn. 

Schließlich wollen wir auch die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art auf 
unsere geodätischen Bahnen anwenden. Wir treten dadurch in den Gedankenkreis 
der großen Gaussschen Abhandlung von 1827 (Disquisitiones generales oiroa 
superficiea ourvas) ein, der zugleich, in vierdimensionaler Erweiterung, der Ge- 
dankenkreis der allgemeinen Relativitätstheorie ist. 

So wie LaarangE beliebige krummlinige Koordinaten g einführt, so benutzt 
Gauss als Koordinaten auf der Fläche zwei beliebige Kurvenscharen, die die Fläche 
zweifach überdecken. Wir nennen sie in üblicher Bezeichnung 


(2) “=konst., v = konst. 
In diesen Koordinaten schreibt Gauss das Linienelement ds in der Form an: 
(3) dt =Edu +2 Fdudv+@de. 


Die als Funktionen von u und v zu denkenden „ersten Differentialparameter“ 
E, F,@ hängen mit den rechtwinkligen Koordinsten x, y, z der Flächenpunkte zu- 
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sammen durch die Formeln 


BER (E]- a 


Fer, — 


Du du " Du du" Du du 
Das Quadrat des Linienelements ist nun, mit 2df dividiert, der Ausdruck der 
kinetischen Energie 7' unseres auf der Fläche laufenden Massenproduktes. Wir 
können also die LasRangRschen Gleichungen zweiter Art in die Gaussschen Be- 
zeichnungen übertragen, indem wir bilden: 


= -EüurFv, 
eT _2dE, er... BE. 
2 ner uttrut- 


Die Differentialgleiohung der geodätischen Linien wird daher nach dem LagBungE- 
schen Schema, wenn wir nooh d/d durch d/ds ersetzen, für die «-Koordinate: 


d/ du We 1 fo /du\® erdude 2 [Av\® 
(4) ak retten] 
Die entspreohende Differentialgleichung für die v-Koordinate brauchen wir nicht 
hiszuschreiben, da sie mit (4) vermöge des Energiesatzes (in unserem Falle 
ds/di = 1) identisch sein muß. 

GL. (4) wird von Gavs8 in Art. 18 der gensnnten Abhandlung sus dem Prinzip 
der kürzesten Weglänge abgeleitet. Worauf wir hier hinweisen wollten, ist dieses, 
daß die Gausssche Methode der allgemeinen Flächenparameter (2) mit der La- 
GrAnGEschen Methode der Systemmechanik zusammenfällt, Beide Methoden sind 
invariant gegenüber einer beliebigen Koordinatentrensformation und hängen nur 
von den inneren Eigenschaften der Flächen bzw. der mechanischen Systeme ab. 


Achtes Kapitel 
Die Hamiltonsche Theorie 


841. Die Hamiltonschen kanonischen Differentlalgleichungen 


Während die unabhängigen Variablen in den La6rangzschen Gleichungen die 
q, und 9, waren, sind dieses in den Hamiltonschen Gleichungen, die wir jetzt auf 
zwei verschiedenen Wegen ableiten wollen, die q; und p,, letztere nach (36.9a) 
definiert durch 7, = 2L/0g, = 9 (4, 9). Die Umkehrung dieser Beziehungen 
erlaubt gemäß d; = 4 (Pu, u), Überall die „generslisierten Impulse“ p, an Stelle 
der Geschwindigkeiten 3, einzuführen. Während in den LagRansxschen Gleichun- 
gen die charakteristische Funktion die „freie Energie“ 7’ — V war, aufgefaßt als 
Funktion der g; und g,, is in den Hamiltonscheu Gleichungen die charakteristische 
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Funktion die ‚„Gesamtenergie“ T + V, aufgefaßt als Funktion der q, und p,. Wir 
nennen diese die Hamiltonsche Funktion und bezeichnen sie mit H(g,p), so wie 
wir die freie Energie die La6Ranezsche Funktion nannten und mit Z(g, 9) bezeich- 
neten. H und Z hängen mittels Gl. (34. 16) zusammen, die wir mit Rücksicht auf 
die Bedeutung der p, schreiben wollen: 

a) H=%n%—L. 


Aber wir wollen sogleich die Basis der Theorie verbreitern, indem wir uns an 
das Ende von 837 erinnern. Wir wollen nämlich die Zerlegung von Z in einen 
kinetischen und einen potentiellen Bestandteil fallen lassen und auch eine explizite 
Abhängigkeit von # zulassen, die nach S. 168 etwa dadurch zustande kommen kann, 
daß die Bedingungsgleichungen des mechanischen Systems oder die Definitions- 
gleichungen der Koordinaten die Zeit enthalten. Wir schreiben also die La- 
@RANGEsche Funktion jetzt allgemeiner 


(la) L=Urg9). 
Die p seien wie bisher gegeben durch die Beziehung 


au : 
(1b) a ra Pill, 9, 9)» 
aus deren Umkehrung 
a 9 Pr ge) 


hervorgeht und zur Einführung der p, dient. 
Die Gl. (1) sehen wir, ohne Rücksicht auf die bisherige energetische Bedeutung, 
als Definition der zugehörigen Hamrtronschen Funktion an: 


(lc) H = Hit,g,p). 
Indem wir, im Ansohluß an (33. 12), das Hamruronsche Prinzip 
t 
(1d) öfLdt=0 
4 
zugrunde legen, erhalten wir — auch bei der jetzigen erweiterten Bedeutung von 
L — genauso wie in $ 34 die LagRAngEschen Gleichungen, die wir für das Folgende 
in der Form schreiben wollen 
( e) i Pr 7 . 
a) Ableitung der Hamiltonschen aus den Lagrangeschen Gleichungen 
Wir schreiben das vollständige Differential von 4 und Z hin: 


(2) B H=-a+)g e. dp: , 


(28) ZU 
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und formen dZ durch Benutzung der Lacranazschen Gleichungen (le) und der 
Definition (1b)der p, um in: 


eL B N 
(2b) di=, 442 mdn+ ZZ md. 
Andererseits bilden wir das Differential von (1) unter Benutzung von (2b): 


6) IH = Zadn+ End Zi— Erd — Epdi- 


Nach Fortheben des letzten Terms gegen den zweiten können wir hierfür auch 

schreiben: 
[29 . » 
(838) dHd=— z d— Zrnda+ Zgqdp- 
Dieser Ausdruck von dÄ muß identisch sein mit dem Ausdruok (2) fürd. Durch 
Gleichsetzen der Faktoren von di erhält man: 
oH [77 

(4a) u =— Fr . 
Andrerseits liefert der Vergleich der Faktoren von dg, und dp;: 

i aH Di 
(4b) Ze 774 = 2m 

Diese wunderbar symmetrischen Beziehungen sind die Hamiltonschen kano- 
nischen Differentialgleichungen. 

Übrigens kann man bemerken, daB dieselben Gleichungen (4) schon viel früher 
bei La6kAnGe vorkommen, in der M&canique analytique, 5. Beotion, $ 14, daB sie 
hier aber nur für den speziellen Fall der kleinen Schwingungen engeletet, und 
verwertet sind. 

d) Ableitung der Hamiltionechen Gleichungen aus dem Hamilionschen Prinzip 

Schreibt man dieses Prinzip — (öf ist darin gleich 0) — ınit Benutzung von (1): 

—sfId=ö/[Hn gm) — Z ma) di 
&) I (a + 0m — dp — 7 ön)dt = 


so kann man das letzte Glied in der Klammer durch partielle Integration um- 
formen: 

6, & f 
(6) [mög dt = [nd de — rdge| ö 

” . ” 
wobei der vom Integral freie Zusatz nach der Art, wie im Hamrtronschen Prinzip 
variiert wird, verschwindet. Durch Einsetzen von (6) in (5) und Zusammenziehen 
der Summanden mit dg einerseits und dp andrerseits folgt: 


z/(e + 2] + | —a)öm) at 


0) 
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Würde man hier die ög, und öp, als unabhängige Variationen behandeln dürfen, 
so erhielte man direkt die Hamunronschen Gleichungen (4), indem man die Fak- 
toren von dq, und dp, einzeln Null setzte. Das ist aber zunächst nicht erlaubt: 
q, und 2, treten zwar in H als unabhängige Variable auf, sind aber vorläufig noch 
zeitlich aneinander gebunden, wodurch möglicherweise die Farderung (7) identisch 
erfüllt werden könnte. Man überzeugt sich aber, daß die zweite { } in (7) identisch 
verschwindet, wenn man (1) unter Festhalten von g partiell nach p differenziert, 


od. 9L\ 80 _; 
mat e- 3) 


und schließt dann aus (7) in Strenge auch auf das Verschwinden der ersten { }. 

Nachdem das Verschwinden beider Klammern { } in (7) bei der wirklichen Be- 
wegung festgestellt ist, läßt sich das in den Lagen g, und Impulsen 7, ausge- 
sprochene Variationsprinzip (7) bzw. (5) auf eine neue Bedeulung erweitern: Das 
Integral (5) als Funktionenfunktion der g,(t) und p,(f) ist nicht bloß gegenüber der 
Konkurrenz variierter Lagenbahmen qı(t) + dgı(t) und davon [gemäß (1b)] ab- 
hängiger öp,(f) ein Extremum, sondern auch gegenüber einer Konkurrenz gedachter 
„Phasenbahnen“ im Lagen- und Impuls- (Phasen-) Raum der q,, P,, bei welcher 
also ög,(t) und öp,(t) unabhängig voneinander sind. Das Verschwinden der beiden 
Klammern in (7) ist dann die unmittelbare Folge dieser erweiterten Extremal- 
aussage, (1b) wird dann nur für die nicht variierte Bewegung beansprucht. 

Wir haben diesen Beweis der Hamum.ronschen Gleichungen hier insbesondere 
deshalb beigefügt, um eine wichtige Bemerkung daran zu knüpfen. 

Wir wissen, daß die Lagrangeschen Gleichungen bei beliebigen ‚Punktirans- 
Jormalionen‘“ invariant sind, daß sie also ihre Form beibehalten, wenn wir statt 
der g, beliebige andere Koordinaten Q; einführen, die mit den g, zusammen- 
hängen durch den Ansatz 


(8) 9 = IQ 9a.» g)- 
Die zugehörigen P, sind dann gegeben durch 
BL öL 8% 
8 pP ee Ka Fe a: N 
(8a) ln PALT 


also durch lineare Funktionen der p,, deren Koeffizienten a;,, ebengo wie die 4 
in (36.3), Funktionen der gı sind. 

Demgegenüber wollen wir zeigen, daß die Hamilionschen Gleichungen (4b) bei 
den viel allgemeineren kanonischen Transjormalionen invariant sind 
Q = 144,9): 
P, = 919, P), 
bei denen also die fı und gı, bis auf eine sogleich zu nennende Einschränkung, 


beliebige Funktionen der beiden Variablenreihen g, und 2, sind und insbesondere 
94 nicht mehr linear in den p, zu sein braucht. 


(0) 
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Zu dem Ende denken wir uns die g, » aus den Gin. (9) durch dieQ, P ausgedrückt 
[die GIn. (9) sollen natürlich s0 beschaffen sein, daß dies möglich ist] und in den 
Ausdruck Hig, p) eingesetzt. Die so transformierte HammLronsche Funktion 


nennen wir H und haben daher 
(10) HgapD)=H@,P. 

Ferner vergleichen wir die in (5) vorkommende Größe 5 79,9: mit 5 PıQr- 
Bei der Transformation (8), (8a) würden beide, wie man leicht sieht, einander 
gleich sein. Wir verlangen nun, daß auch bei der allgemeinen Transformation (9) 
diese Gleichheit erhalten bleibt bis auf einen Addenden, der ein vollständiger zeit- 
licher Differentialquotient einer Funktion F von g und 7 oder, wie wir auch sagen 
können, von g und Qist!). Wir setzen also 


. s d 
an) Sma=Y PRQ+zF@9, 
bei beliebig verfügbarem F. Dies ist die schon oben genannte Einschränkung der 
Transformation (9). 

Tragen wir nun die Gin. (10) und (Il) in (5) ein, so fällt der Addend dF’/dt bei 
der Integration und nachherigen Variation fort, da an den Grenzen ög und dQ 
verschwinden; Gl. (5) behält also ihre frühere Form bei, indem sie sich jetzt 
schreiben läßt: 

s/(HQ A—ZPQ)d=0. 
Da nun auch an den früheren Umformungen (6) und (7) nichts geändert wird, 
können wir auch jetzt auf die Gültigkeit der Hammzronschen Gleichungen 
schließen. Sie lauten, entsprechend den Gin. (4): 


(13) =: &=7B 


Die dureh (Il) spezialisierten Transformationen (9) heißen auch Berührungs- 
iransjormalionen. Der Grund ist ein geometrischer. Man betrachte eine Hyper- 
tläche im f-dimensionalen Raum der q,, 9 -- . g: 


(13) t= 2...) 
dann bestimmen die Größen 


die Lage der Tangentislebene an die Hyperfläche, können als „Ebenenkoordi- 
naten“ gedeutet werden. Zwischen den Punkt- und Ebenenkoordinateng; und p, 
besteht die „Bedingung der vereinigten Lage" 


/ 
(14) dz -Zmdg. 
-1 


!) Wir können ja, wenn F ursprünglich als Funktion von q und p gegeben sein sellte, 
paus der GI. (9) ausrechnen und in F substituieren, wodurch eine neue Funktion F von q 
und Q entsteht. 


13° 
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Man führe neue Koordinaten Q,, P, durch die Gin. (9) ein und rechne (13) in diese 
um, wobei entstehen möge 

z=ZQ,P). 
Jetzt verlange man, daB auch dieses neue Gebilde eine Hyperfläche darstelle, die 
von den durch die P gegebenen Ebenen in den durch die @ bestimmten Punkten 
berührt werde. Es muß dann als Folge von (14) gelten 


! 
(16) dz =ZPı dQr: 
also, wenn e cin Proportionalitätsfaktor ist: 
(16) az — % P,dQ, = o(dz — 3 pı. dge) - 


Diese Bedingung vergleichen wir mit GI. (11), die wir nach Multiplikation mit ds 
schreiben können: 


(168) Erd = ZZ PıdQ +dF. j 


Setzen wir hier df = de — dZ und in (16) @ = 1, so stimmen beide Bedingungen 
überein. Dies möge genügen, um den Namen. „Berührungstransformation“ zu 
rechtfertigen. 

Da sich bei so allgemeinen Transformstionen wie (9) die Bedeutung der P, 
als Impulskoordinaten verwischt, bezeichnet man die P,, Q, besser einfach ge- 
meinsam als «anonisch konjugieries Variabelnpaar. Wegen der Invarianz der 
Hamırosschen kanonischen Gleichungen (4b) und (12) heißen die Transfor- 
mationen (9) kanonische Transformationen. 

Ihre besondere Bedeutung für die Störungsreehnungen der Astrononie ver- 
danken sie gerade diezer ihrer Invarianz gegen kanonische Transformationen. 
Auch in der allgemeinen Statistik von GisB$ spielen die Hasıı.ronschen Gleichun- 
gen eine bedeutsame Rolle, von der wir in Bd. V zu sprechen gedenken. SchlieB- 
lich kehren die kanonischen Bewegungsgleichungen in der Quantenmechanik in 
neuer Bedeutung wieder. 

Wir schließen unsere Behandlung der Hammwronschen Gleichungen mit einer 
Bemerkung ab, die auf den Energiesatz hinzielt. 

In Übereinstimmung mit Gl. (2) ist allgemein 


dH oH 2: oH . 
Erin) 


Hier verschwindet die Klammer nach (4) für jedes k. Ee gilt also allgemein, 
dd 5A 
(17) FTu = Fr 
Hängt im besonderen H nicht explizite von f ab, so entsteht daraus der Erhaltungs- 
salz: . 
(18) E=0, H = konst. 
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Dieser Satz ist allgemeiner als der Erhaltungssatz der Energie, weil er nach (1) 
und (lo) bei beliebigem, aber nioht explizite von f abhängigem Z besagt: 

(18a) a 9 — L = konst, 

Wir haben auf diesen Erhaltungssstz bereits in der Anm. 1 zu 8.167 angespielt. 
Der spezielle Erheltungesatz der Energie entstebt daraus, wenn wir Z in einen 
kinetischen Bestandteil, der eine homogene Funktion zweiten Grades der 9, ist, 
und einen potentiellen, von den 9, unabhängigen Bestandteil spalten können. 
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So wie wir in den Gln. (10) und (11) von $ 34 einen aus den Laerangxschen Glei- 
chungen erster und zweiter Art „gemischten Typus“ betrachtet haben, so wollen 
wir jetzt einen aus der Lagrangeschen und Hamiltonschen Form gemischlen 
Gleichungsiypus kennenlernen. Er trägt den Namen von E. J. Routa!), der das 
Studium der Mechanik in Cambridge als Lehrer (,„coach'‘) und Examinator (im 
„tripos“) jahrzehntelang beherrscht hat. Dieselbe Gleichungsform legte wenig 
später HxumHorrz?) seiner auf die Grundproblome der Thermodynamik hin- 
zielenden Theorie der mono- und polyzyklischen Systeme zugrunde. 

Wir teilen die Freiheitegrade des Systems auf in eine Gruppe von f— r Frei- 
heitsgraden, die wir durch die Laerangzschen Lagen- und Geschwindigkeite- 
koordinsten : } 

Ir ++ Y—ri dr Ge dor 
beschreiben, und in eine zweite Gruppe, in der wir mit den HasııLronschen Lagen- 
und Impulskoordinaten 
yorzıı Yerzaee 9 Diar+1> Parse Dr 

reohnen wollen. Statt der Laarangezschen Funktion Z oder der Hamm.ronschen 
Funktion H legen wir jetzt eine Routhsche Funktion R zugrunde, die eine Funk- 
tion der vorstehend aufgeführten 2 f-Koordinaten sowie (der Allgemeinheit wegen) 
der Zeit # ist: 


) Bil, Qu 42. - +95 gu d:» -I-r » Dior+2: 2) 
und duroh den Ansatz definiert werden soll: 


} 
(2) R= 5 mh ln. I-..Q)- 
kelur+! 
Sie geht, wie man sieht, für r = f indie Hamiltonsche Funktion (41.1), anderer- 
seits für r = 0, wo die Summe auf der rechten Seite von (2) verschwindet, bie auf 


ı) Wir verweisen besonders auf die beiden Bände des „Treatiso on the dynamics of a 
system of rigid bodies; I elementary part, II advanced part‘‘, einer Aufgabensammlung 
von einzigartiger Reichheltigkeit. In deutscher Übersetzung erschienen im Verlag B.G. 
Teubner (Leipzig 1898). Rourz entwickelte seine Form der dynamischen Gleichungen 
erstmals in der Preisschrift von 1877: ‚,A treatise of stebility of a given state of motion.‘ 

%) Berliner Akademie 1884 und Creiles J., Bd. 97. 
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das Vorzeichen in die Lagrangesche Funktion über. Dazu bemerken wir, daB wir 
offenbar statt (2) auch hätten schreiben können: 


I-r 


(2a) IR=Hlqn..-g; MM E Prie- 


Wir gehen nun wie in den Gin. (41.2) bis (41.4) vor und bilden das vollständige 
Differential von R einerseite nach (1): 


(8) dR- url int ut Su E-äp, 


"or 
andererseits nach (2): 
! 
(38) dR= 5 dm u E 2 I — 
kujer+l Jel—r+1 


Hier können wir für dZ direktden Ausdruck (41.2b) benutzen, den wir jetzt der 
größeren Deutlichkeit a zerlegen in 


(3b) -Fa+ E Prdg + = Pedg +, & PIE 


kmjor+l 
Beim Einsetzen in {3a) " sich das letzte Glied von (3b) gegen das mittlere@lied 
von (3a) fort, und es bleibt 


I= . 
(4) dR-—u-— Erin Epda+, 2 9: 4px - 
kul-r+l 
Jetzt liefert der gliedweise Vergleich mit (3) außer der Beziehung 
oR pr oL 
ua 


das folgende Schema von Gleichungen: 


fürk=1,2.../—r | fürk=/—r+l1, f—r+2...f 
| ARE. 
(6) A=—,, | PET — gg, 
_ 23 
A=—5, ! tn 


Die f—— r Gleichungen linke sind vom Lagrangeschen Typus mit L= — ER, die 
r Gleichungen rechts vom Hamiltonschen Typus mit H = R. 

Die Anwendung dieser Gleichungen auf die zyklischen Systeme, die RuuTH bei 
ihrer Aufstellung im Auge hatte, gestaltet sich folgendermaßen: Wir nehmen an, 
daß die Koordinaten unseror zweiten Gruppe zyklisch seien, daß sie also nach 
8. 174 nicht in der LAaranazschen Funktion vorkommen; dann kommen sie auch 
nicht in der Routuschen Funktion vor. Daher werden die zugehörigen p; kon- 
stant (nach der oberen Gleicliung aus der rechten Gruppe der Rouruschen oder 
such, wie wir schon 8. 174 bemerkten, nach den La6Ranazschen Gleichungen). 
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Inder man diese konstanten Werte der p, und die dazugehörigen (im allgemeinen 
nicht konstanten) Werte der 9, in (2) einsetzt, erhält man eine Rourusche Funk- 
tion, die nur noch von den [—r Koordinaten der ersten Gruppe gı und 9, ab- 
hängt. Für diese Koordinaten gilt die linke Gruppe der obigen Gin. (5), womit das 
Problem auf /— r Gleichungen vom LagrAangzschen Typ reduziert ist. 

Um das Verfahren an einem nicht zu komplizierten Beispiel zu erläutern 
(Route wendet es vornehmlich auf die schwierigen Stabilitätefragen von Bewe- 
gungszuständen an), betrachten wir noch einmal das Problem des symmetrischen 
Kreisels. Die zyklischen Koordinaten dieses „Bizykels“ sind die Euterschen 
Winkel 9 und y, und es gilt nach (85.15) bis (85.17): 

z . N n— N ca n— N cos 
DeP He Y -N(5— 008 DER )+r Aeind . 
N TWm—Nosdlt 


7 + Asind ° 
mit Rücksicht auf (35.13) wird daher 
N  (n—N cosdit A. (n— N wos Ö)* Fi 


And PP gyme 


A: NM in N oos djt 
=-zRHM, 0-35t gammo +Pow®. 


Aus der unteren Gleichung der linken Gruppe unserer jetzigen Gln. (5) folgt 
daher mitg, = 


M=Ad 
und aus der oberen Gleichung derselben Gruppe 
” 280 


was natürlich mit der „verallgemeinerten Pendelgleiohung‘‘ (35.19) überein- 
stimmt. Hiermit dürfte die Verwendbarkeit der Rourauschen Methode auch bei 
schwierigeren Problemen als dem hier betrachteten dargetan sein. 

BoLrzManx behandelt am Anfang seiner an der Mürichener Universität 1891 
gehaltenen Vorlesungen über die Maxwezsche Theorie ausführlich ein bizykli- 
sches System, das die induzierende Wirkung zweier Stromkreise aufeinander 
veranschaulichen soll. Das sorgfältig ausgeführte Modell (in der Hauptsache zwei 
konische Zahnräderpsere mit Zentrifugalregulatoren) befindet sich in der Samm- 
lung unseres Institutes. Es scheint uns heutzutage viel komplizierter als die 
Maxweutsche Theorie selbst, wird uns also nicht zu deren Erläuterung, wohl 
aber bei einer Übungsaufgabe über das Differentialgetriebe des Automobils gute 
Dienste leisten, mit dem es in wesentlichen Zügen übereinstimmt. 

Schließlich wollen wir nooh den mathematischen Formalismus, der uns von 
den Laaranazschen zu den HAMILTONschen bzw, RourTuschen Gleichungen geführt 
hat, allgemein darstellen: Es handle sich um eine Funktion Z zweier Variablen 
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(oder Variablenreihen) x und y, und es sei 
N. däz,y) =Xdz+ Ydy. 


Wollen wir statt x, y als unabhängige Variable X, Y einführen, so empfiehlt ea 
eich, statt Z die „modifizierte Funktion“ 


(8) UXN,N=sX+yY—Zuy) 
zu betrachten. 
Durch Differentiation von (8) ergibt sich nämlich wegen (7) unmittelbar 
(0) i aUX,Y=zdX-+ydY. 
Die Gin. (7) und (9) sind identisch mit den folgenden „Reziprozitätsbeziehutigen“: 
4 =X, = =Y, 
(10) U su 


y>4 =%, F> mi y- . 
Wollen wir andererseits nur eine der ursprünglichen Variablen, x. B. y, durch 
die ihr „kanonisch konjugierts‘ Y ersetzen, so werden wir (8) „modifizieren‘“ in 


aı) ra.N=yrY—Z, 
woraus zieh ergibt 
(12) dr, P)=— Xde+ydY 
mit den „Reziprozitätsbeziehutigen“ 

er ev 
(13) at IV 


Den Übergang von Z gegen U können wir vergleichen mit dem Übergang von 
LA@rAngE zu Hamrtron, den Übergang Z gegen V mit dem von LAGRANgE zu 
Rovm. 

In der Analysis spielt ein solcher Weohsel der unabhängigen Variablen und 
die damit verknüpfte Modifikation der charakteristischen Funktion als Zegendre- 
sche Transjormalion eine zusgedehnte Rolle, Wir haben zie hier hauptsächlich 
deshalb zur Sprache gebracht, um daran in der Thermodynamik (Bd. V) erinnern 
zu können. j 


848. Die Difterentialgleichungen für nichtholonome 
Geschwindigkeitspgrameter j 

Während die bisher betrachteten Differentialgleichungen sämtlich dem allge- 
meinen Laekangsschen Typus nachgebildet waren, kennen wir von der Kreisel- 
theorie her die Euzerschen Differentislgleichungen (26.4) für die Winkel- 
geschwindigkeiten p, g, r, welohe eine ganz andere und viel eimfachere Struktur 
heben. Wir wollen ihr Verhältnis zu den Lagkangzschen Differentialgleichungen 
feststellen. 
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Der Unterschied besteht darin, daß die p, g, r keine holonomen Koordinaten 
sind wie die #, %, @, sondern lineare Funktionen derselben, die nioht nach t 
integrabel sind. Der Zusammenhang zwischen beiden ist durch die Gin. (35.11) 
gegeben. Wir betrachten sogleich den unsymmetrischen Kreisel von der kineti- 


schen Energie 
1 
) =ZAp+Bo+0oH, 
beschränken uns aber der Kürze halber auf den kräftefreien Fall. 
Wir beginnen mit der Laorawazschen Gleichung für die p-Koordinate: 
det 27 


(2) In m) 
Nach (35.11) ist 
ee U a 
d% Fr) [7 1, Fi ep T PD: dp 0, 
daher nach (1) 
eg eg: ae 
herr tete: 
Er N a ge 
5 Ar tHBım tt A Blgp. 
Aus (2) entsteht also: 
dı 
(3) 07 =(A— Big. 


Dies ist die dritte EuLersche Gleichung (26.4). 
Dieselbe Rechnung für die 9-Koordinate ergibt 


Pi Bu MERNEIOR: Bu 
Fe er Fl ul ra Z 
= 00 dein, DR = 008 Bo0spp, = —uindp. 
Daher nach (1) 
eT 
2 A psonp — Being, 
eT e £ . . 
75 = (Apeinp + Bgoosg)oosdp—Orsindp. 
Die Lagransäsche Gleichung 
det 287 
(4) FrarT ir Saakı 


geht dadurch über in 


dp d . 
(6) 0=4A7 0089 — 2, sinp 


—Apsinp(p + os By) — Bgoosy(@+coady)+OrsindPp. 
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Nach (35.11) ist aber 
9+eoady=r, sindy=psiny+goosp, 
Daher wird die zweite Zeile von (5) 

((—A)prsinpg— (B—C)groosp. 
Zusammen mit der ersten Zeile erhält man 


(6) = (B-Ogrlonp— BF —C-Arpleing. 
Schließlich liefert die Laazangxsche Gleichurig 


nach entsprechenden Umformungen und Berücksichtigung von (3) 


m 0-8 -Dgrme+ [BC Arzong. 


Aus (6) und (7) schließt man mit Notwendigkeit auf das Verschwinden der beiden 
{} also auf die erste und zweite EuLeRsche Gleichung (26. 4). 

Diese sehr spezielle Umreohnung läßt sich ganz allgemein!) durchführen bei 
einer beliebigen Zahl niohtholonomer Geschwindigkeitsparameter, die als lineare 
{oder auch allgemeinere) Funktionen wirklicher Geschwindigkeitskoordinaten 
definiert sind, Wenn wie beim starren Körper die kinetische Energie i in solchen 
Parametern eine besonders einfache Form annimmt, können sie für die Integra- 
tion der Bewegungsgleichungen wertvolle Dienste leisten; sie können anch zur 
Erfüllung nichtholonomer Bedingungen nützlich sein. In der kinetischen Gas- 
theorie sah sich BoLTzMmann genötigt, die zu niehtholonomen Geschwindig- 
keiten gehörenden Impulskomponenten einzuführen, die er „Momentoide“ 
nahnte. 


&44. Die Hamiltonsche partielle Difterentialgleichung 


Im Anfange des vorigen Jahrhunderts war die aktuellste Frage der theoretischen 
Physik: Wellentheorie oder Korpuskulartheorie des Lichtes? Die Wellentheorie 
war von Hvy@GEns begrüt.det und wurde um die genannte Zeit durch die Entdek- 
kung des Interferenzprinzips von Taomas Youna bestätigt; die Korpuskulartheorie 
erschien demgegenüber durch die Autorität NEwTONs gestützt. W. R. HamıLron 
studierte als Astronom utıd tiefsinniger mathematischer Denker den Strahlengang 
in den optischen Instrumenten. Die Publikation seiner diesbezüglichen Arbeiten?) 
begenn 1827, um dieselbe Zeit, da die beiden größten Wellenoptiker FRAUNHOFER 


2) Vgl. insbesondere G. Hama, Math. Ann., Bd. 59, 1904, und Sitzungsber. der Berliner 
Math. Gee., Jg. 1938. Ferner: Enoykl. d. Math. Wiss. IV. 2, Artikel Prange, Nr. 8 u. #f. 

*%) Abhandlungen zur Strahlenoptik, Trans. Irieh Academy 1827, mit Nachträgen vom 
Jahre 1830 und 1832. Deutsche Ausgabe von Q. Paanam. Leipzig, Akademische Verlagages. 
1933. Die Arbeiten über Dynamik erschienen in den Trans. Roy. Soc, London 1834 und 
1836. 
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und FRESNEL fast im gleichen jugendlichen Alter starben. Seine Arbeiten über 
die allgemeine Dynamik, deren Ergebnisse wir hier kurz zusammenfassen werden, 
folgten erst später, hängen aber mit seinen strahlenoptisohen Arbeiten eng 
zusamment). 

Es sei hinzugefügt, daß die heutige Physik nach der Entdeokung des PLAnok- 
schen Elementarquantums die Fragestellung umstürzen mußte: Sie heißt nicht 
mehr: Wellentheorie oder Korpuskulartheorie ? sondern: sowohl Wellentheorie als 
Korpuskulartheorie! Wie sind diese beiden scheinbar entgegengesetzten, in Wahr- 
heit aber komplementären Auffassungen der Optik (und weiterhin der Dynamik!) 
miteinander widerspruchalos zu vereinen ? Die Beantwortung auch dieser Frage 
ist, wie SCHRÖDINGER erkannt hat, in der konsequenten Weiterführung der Hamıt.- 
soxschen Gedankengänge enthalten und führt zur Wellen- oder Quantenmechanik. 

Die Strahlenoptik ist die Mechanik der Liohtpartikeln; ihre Bahnen (in optisch 
inhomogenen Medien sind sie keineswegs gerade Linien) werden durch die. HAMIL- 
gonschen gewöhnlichen Differentialgleichungen oder das ihnen ägquivalente 
Wirkungsprinzip bestimmt. Vom Standpunkt der Wellentheorie aus werden dege- 
gen die Liohtstrahlen als orthogonale?) Trajektorien eines Systems von Wellen- 
flächen erhalten. Diese sind nach dem HuYaznsschen Prinzip Flächen gleicher 
Phase, die einander nioht durchdringen. HamiLtor unternahm es, die Schar 
der Wellenflächen durch eine (notwendigerweise partielle) Differentialgleichung 
zu beschreiben und diese Methode in den polydimensionalen Raum der g, eines 
beliebigen mechanischen Systems zu übertragen. Die Sohar der Wellenflächen 
ist dann, wie wir sehen werden, gegeben durch 8 = konst., unter 8 die Wirkungs- 
funktion aus (37.1) verstanden, und die dazu orthogonalen Bahnen werden be- 
stimmt durch die Gleichung 


_ 
() ir 7 


a) Konservalives System 
Wir sprechen zunächst von einem mechanischen System, in dem der Energie- 
erhaltungssatz gilt und die Energie sich in einen kinetischen Teil 7 und einen 
potentiellen P zerlegeu läßt. 7, 7 und HZ hängen dann nicht explizite von t ab, 
Wir gehen aus von (37.9) und ersetzen dort auf der rechten Seite 5A durch 


—ö7=5(T—W=dT—B5W. 
Die rechte Seite von (37.9) wird dadurch 


2) 2er +2 TI —W. 


") In der Darstellung von Jaooat ging dieser Zusammenhang verloren. Er wurde erst 
1891 durch F, Kuznr neu herausgearbeitet (Naturforscher-Gesellschaft in Halle; Ges. Ab- 
handl, Bd. II, 8. 801 und 803). 

2) Dies gilt für optisch isotrope Medien. In anisotropen Medien (Kristallen) ist die Ortko- 
gonalität zwischen Strahl und Wellenfläche keine gewöhnliche euklidische, sondern eine 
tensoriell verallgemeinerte nichteuklidische. 
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Die linke Seite derselben Gleichung schreiben wir in die allgemeinen Koordina- 
ten gqg, pum: 


. dd 
(8) 3, 954 
und erhalten durch Gleichsetzen mit (2) 
d 
(4) 20T +2 TL8 37 =) möR- 


Hieraus entsteht durch Integration nach ? zwischen den Grenzen 0 und # mit: der 
Bezeichnung $ aus (37.1) 
(6) 88 —töW = 2 pda — 2 2009 ; 


7, und ög, beziehen sioh auf den Anfangswert t = 0 der Integration, p und dg auf 
den Endwert t. 

Gl. (5) deutet an, daß wir das Wirkungsintegral $ auffassen werden als Funktion 
der Anfangslage g,, der Endlage g und der Energie W, daß wir also statt der Zeit } 
die willkürlich vorzusohreibende nn W als Variable benutzen wollen: 

(6) = I(g, 90 MW). 
Der Zeitablauf der Bewegung Ran sich dann nach (5) bei festgehaltenem g, und 
eus der Gleichung 


Mm t=,p- 
Zugleich liefert (8) bei festgehaltenem W und bei Variation nur einer der Koordi- 
neten g bzw. 99: 

(8) p = 7 ’ 2% zo 2% . 


Die erste dieser Beziehungen stimmt mit unserer Behauptung {1} überein; 
die zweite werden wir bald in eine bequemere Form umsetzen. 

Mit den bisherigen Beziehungen scheint zwar für die Kenntnis der Bewegung 
nicht viel gewonnen, solange 3 nicht in der Form (6) bekannt ist. Aber wir erinnern 
ans nun den Einergiesatzes: 


Ad, p) = 
Ersetzen wir hier » nach GI. (8), so erhalten wir 
88 
(9) H (e =) =W. 


Diese Gleichung fessen wir auf als Bestimmungsgleiohung für 8. Da T vom 
zweiten Girede in den p ist (7 kann als von p unabhängig angenommen werden), 
ist die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung (9) vom zweiten Grade und 
von der ersten Ordnung. 

Wir nehmen an, daß wir ein vollständiges Integral dieser Gleichung gefunden 
heben, d.h. ein Integrel, das so viel verfügbare Kotstanten enthält, wie das 
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Problem Freiheitsgrade besitzt. Wir nennen sie 
&pög-. Or: 


Da $ selbst in (9) nicht vorkommt, ist S aus (9) nur bis aufeine additive Konstante 
bestimmt. Eine der vorstehenden Integrationskonstenten, sagen wir a, ist 
daher überzählig und wird durch eine unbestimmt bleibende additive Konstante 
vertreten, Indem wir statt, unseren Energieparameter W zum Ausdruck bringen, 
schreiben wir unser vollständiges Integral in die Form: 


(10) 8 = 8, W,a,0,...0,) + konat. 


Die klassische, wenn auch nicht immer anwendbare Methode, zu einen solohen 
vollständigen Integral zu gelangen, ist die der Separation der Variablen. Devon 
werden wir in $46 handeln. In $45 wollen wir zeigen, wie man aus (10) die Be- 
wegung des Systems ermitteln kann. 


b) Nichtkonservatives System 

Wir stellen uns jetzt auf den allgemeinen Standpunkt, daß die LAGRANGEsche 
Funktion Z und daher auch die Hamıtonsche H vontabhängen. Eine Zerlegung 
von Lund Hin T und V ist dann im allgemeinen nicht möglich; wenn im beson- 
deren eine potentielle Energie Y existiert, würde sie zeitabhängig sein. Dieser 
Fall ist wichtig für die Störungsprobleme der Astronomie und derQuantentheorie. 
Dann gibt es keinen Erhaltungssatz der Energie, also auch keine Energiekon- 
stants W. Infolgedessen können wir das Wirkungsprinzip nicht in der Maupnr- 
zuısschen Form anwenden, sondern wir müssen auf die Hammronsohe Form 
desselben zurückgehen. Wir definieren dann eine Wirkungsfunktion S* durch 
das Integral des HamrLtonschen Prinzips 


i 
a) S+—= [ Lid 

4 
und fassen S* auf als Funktion der Anfangs- und Eindlage und der Laufzeit t: 


(12) + = 8*g,g4 8), 


im Gegensatz zu Gl. (6), wo die jetzt nicht existierende Einergiekonstante W an 
Stelle von t auftrat. 
Wir bilden nun nach (11) 


as* 
(13) art: 
andererseits nach (12) 
d9* 08%. 

(14) u” Ze + "= Y na + 
Daß die hier benutzte, zu (8) 8 Beziehung 

88* 
(15) ; pR=7, 


gr 
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gültig ist, 1&Bt sich aus (11) ablesen, wenn man (11) nach g, differenziert und die 
Gl. (41.1) benutzt. 
Der Vergleich von (13) und (14) liefert nun vermöge der allgemeinen Definition 
von H in (41.1) = 
8 


(16) at H=0; 
unter Benutzung von (15) haben wir also 

a Che 85* 
an Fra. )=0. 


Dies ist die allgemeine Form der Hamiltonschen partiellen Dijferentialgleichung. 
Sie begreift die frühere Gl. (9) in sich. Nimmt man nämlich wie unter &) an, 
daß H von t unabhängig sei, so liest man aus (17) ab, daß S* int linear ist. Wir 
setzen daher: 
Se=at+b 

und schließen aus (16), daß — a = H, also gleich der jetzt zu Recht bestehenden 
Energiekonstanten W ist. 5 erweist sich als identisch mit unserer früheren Wir- 
kungsfunktion 8. GI. (37) geht daraufhin in der Tat über in die speziollere 
G1. (9). 

Das unter &) über die Integration von (9) Gesagte überträgt sich auf die all- 
gemeinere Gl. (17). Das vollständige Integral von (17) enthält jetzt /+ 1 Kon- 
stante, wovon wieder eine additiv ist. Wir werden nunmehr statt (10) schreiben: 


(18) 8% = 8*(q,1,0,,09...0,) + Konst. 


$45. Der Jacobische Satz über die Integration der Hamiltonschen par- 
tiellen Differentialgleichung 


Wir bemerkten bei Gl. (44.8), daß die zweite der dortigen Gleichungen für die 
Integration unbequem sei. Das liegt daran, daB wir unsere partielle Differential- 
gleichung nicht in der Form (44.6), sondern in der Form (44.10) bzw. (44. 18) 
integriert haben. Andererseits hatten wir in (44. 7) 

88 
ı) t=,w 
eine Gleichung gewonnen, die in übersichtlichster Weise den zeitlichen Ablauf der 
Bewegung beschreibt. Wir wollen nun zeigen, daß, wenn wir S stett nach W 
nach den Integrationskonstanten o,, &, . . . a, differenzieren, wir in 


(2) Prmga' k=2,3...f 


Gleichungen erhalten, die die geometrische Gestali der Systemlahn beschreiben, 
sofern wir die ß, ala weitere Integrationskonstanien ansehen. Dies ist der JaooBIsche 
Satz im Falle a). Im Falle b) nimmt er die noch übersichtlichere Form an: 

29* 
(8) ua’ k=l,2..f. 
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Wir haben dann / Gleichungen von einheitlicher Bauart, welche sowohl den 
zeitlichen une den räumlichen Verlauf der Sysiembahn liefern. 

Um dieselbe Übersichtlichkeit auch im Falle e) zu erzielen, empfiehlt es sich, 
statt (1) formal zu schreiben: 

(88) Ah=z' 
also t = f, und W = 0, zu setzen. 

Beim Beweise legen wir Fall a) zugrunde und erinnern an die Definition der 
Berührungstransformation im Gl. (41.11), die wir für das Folgende schreiben 
wollen: 

(4) AP, Q) = Z md — ZPıdQr. 
Wir vergleichen hiermit das Differential der Wirkungsfunktion (44.10): 


as(g, W,.) -% da + za + Ge day 
und schreiben hierfür mit Rücksicht auf (44.8) sowie auf (2) und (3a) 
(6) aslg, 0) - Em dgr + EA do . 
Diese Gleichung stimmt mit (4) tiberein, wenn wir identifizieren: 


(6) FmitS, Q, mito,, P,mit— Pr. 


Nun wissen wir, daß aus den Haurı,ronschen gewöhnlichen Differentialgleichungen 
(41.4) 

2) oH > oA 

mM=—z un 


durch die Transformation gu, px > Qı, Pı unter der Bedingung (4) die Gin. (41.12) 
entstehen 
. HH ; 0A 
he 8=P 


In unserem Falle heißt das wegen (6): 


0) -h-—. us 
Es ist aber nach (41.10): 

4, P)=H(,p), 
das heißt nach (6): 
(8) Ha—)=W=&. 
Daraus folgt 


e sE_[lfürk=1, oH_ [Pfürk=l, 
o % 10fürk>1, 9 10fürk>1. 
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Die Gin. (7) gehen somit über in 


= , fifürk-l, . fOfirkel, 
0) A=iofürs>ı, *"lofirk>i. 


Diese Gleichungen sagen für die &, nichts Neues aus; sie bestätigen nur ihren 
Charakter als Integrationskonstanten. Auch die Gleichung für ß, enthält nichts 
Neues; aus ß, = 1 folgt nämlich ß, = (bis auf eine gleichgültige additive Kon- 
stante), wie wir schon im Anschluß an Gl. (38) bemerkten, Dagegen enthalten 
die Gln. (10) für $, mit k > 1 den Beweis des Ja00BIschen Satzes; sie besagen 
nämlich, daß die ß,, ebenso wie die «,, Integrationskonstanlen sind. 
Der Beweis läßt sich ohne wesentliche Änderung auf den Fall b) übertragen, 

wenn wir nur die Defmition der Berührungstransformation noch etwas erweitern. 
Jedoch werden wir diese Erweiterung im folgenden nicht brauchen. 


846. Das Kepler-Problem in klassischer 
und quantentheoretischer Behandlung 


Wir wollen in diesem Paragraphen zeigen, wie zwangsläufig und direkt die 
H4mILTon-Jaooptsche Integrationsmethode zur Lösung des astronomischen 
Planetenproblems führt. Andererseits werden wir mit Überraschung feststellen, 
daß dieselbe Methode den Erfordernissen der Atomphysik auf den Leib geschrie- 
ben ist und die naturgemäße Einführung in die (ältere) Quantentheorie liefert. 

Wir gehen aus von der Lagrangzschen Funktion des Zweikörperproblems bei 
feststehender Sonne M in Polarkoordinaten: 


a) bein 4 
und berechnen daraus die Impulskoordinaten 
(le) „=mr, 2,=mro. 


Einführung derselben in (1) und Vorzeichenumkehr in der potentiellen Energie 
liefert die Hammurossche Funktion 


ab) 24m) 


und als Hamıtrossche Differentialgleichung nach (44. 9) 


er 1 /a0! m 
» Eee) 
Wir wollen an diesem Beispiel zeigen, was man unter der Bl 8. 205 genannten 


Methode der „Separation der Variablen“ verzteht. 
Wir versuchen eine Lösung der Differentialgleiehung (2) von der Form 


(3) S=R-+P® 
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su erhalten, in der R nur von r und ® nur von 9 abhängen soll. Ersetzen wir die 
rechte Seite von (2) allgemeiner durch ffr, 9}, so müßte sein 


(86) F+3)-Wmo- 


Eine solche Beziehung wird im allgemeinen nicht zutreffen. Wenn aber, wie in 
unserem Falle, / von 9 unabhängig ist, so genügt es, d®/dy konstant, sagen wir 
gleich C zu setzen. Zur Bestimmung von R hat man dann die Gleichung 


“) (E)=1n-5, 


die sich durch bloße Quadratur lösen läßt. Die Annahme; / unabhängig von p 
ist offenbar gleichbedeutend mit der Tatsache, daß in unserem Falle 9 „zyklisch“ 
ist, d.h. in der Differentialgleichung nicht explizite vorkommt. Man sieht an 
diesem Beispiel, daß die Separationsmethode an besondere Symmetrieeigenschaf- 
ten der vorgelegten Differentialglei'hung gebunden ist, die in vielen Fällen, 
aber durchaus nicht immer, verwirklicht sind. 

Wir setsen im folgenden nach dem allgemeinen Schema von $45 C =o, und 
separieren (2) in 


(5) ya 


[1] 

(6) Vene 9)—&. 
(5) ist der Flächensatz, also das zweite Kuruensche Gesetz; die Integrations- 
konstante a, bedeutet das konstante Impulsmoment und ist im wesentlichen 
identisch mit der früher in (6.2) benutzten Flächenkonstanten. (6) liefert den 
veränderliohen radialen Impuls. 

Die Wirkungsfunktion 9 berechnet sich nach (3), (5) und (6), wenn wir noch W 
durch o, ersetzen, zu 


(7 0- [Vorl ra Far tar; 


die untere Grenze des Integrals kann beliebig gewählt werden, da sie nur die Größe 
der additiven Konstanten beeinflußt. 

Wir interessieren uns zunächst für die Bahngleichung, d. h, für daserste KurLer- 
sche Gesetz. Zu dem Ende bilden wir nach (45.2) 


> ee 


Es empfiehlt sich ersichtlich, atatt r als Integrationsvariable s = 1/r einzuführen 
und (8) umzuschreiben in 


2) AP [mm tomua-a"u=[ ze 
% %. 
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Hier bedeuten sm Und Ayaz die reziproken Werte des Aphel- und Perihelabstandes, 
und es gilt, wie der Vergleich der beiden Integralsusdrüoke in (9) zeigt: 


2ma 


(10) 20mM 


Um (2) in bequemer trigonometrischer Form zu erhalten, macht man noch die 
naheliegende Substitution 


au) im da + Ama + u ee u, 
welche =... inu = +1, = sn in u = — 1 überführt. Dadurch ergibt sıch 
aus (9) 


4 das 
(12) A—p= 
% I. 


und, wenn wir noch die verfügbare untere Grenze der Integration gleich 1 machen: 


a 


3) 9—Br=arcou, v=0os@—ß). 


Schließlich gehen wir mittels (11} von u zu s zurück und beachten, daß nach 8.38, 
Fig. 7, ist 

1 1 
Ian "ir? male ' 


also 
ı ‘ 
"astra" 
Mit Rücksicht auf (13) folgt daraus die Ellipsengleichung in der wohlbekannten 
Form: 
1 i+ _ 
as ee, 


wobei noch die Konstante f, in die Definition von 9 aufgenommen werden 
kann. 

Der Astronom interessiert sich aber aus Beobachtungsgründen nicht so sehr für 
die Gestalt der Bahn als für deren zeitliche Durchlaufung. Auch diese wird ihm 
durch die HamıLron-Jacopische Methode in übersichtlichster Weise geliefert 
nämlich durch die Gl. (45.1) 

os _ 08 
= eW = a, ’ 


sus welcher eich nach Einführung der Variablen s ergibt 


(15) a | ee er, 
, e Yls — Sin) (imaz — 8) 
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Mit dieser Darstellung ergänzen wir zugleich unsere frühere Behandlung in $ 6, 
bei der wir die Zeitabhängigkeit des Planetenortes außer acht gelassen haben. 
Führen wir weiter als neue Integrationsvarisble die „exzentrische Anomalie“ 
aus Übungsaufgabe I. 16 ein [ihr Zeichen « hat natürlich nichts mit der Hilfe- 
größe u in Gl. (11) zu tun], so kann man das Integral (15) elementar ausführen 
und wird direkt auf die in der genannten Übungsaufgabe erklärte KErLersche 
Gleichung 


geführt, : i 
Bekanntlich spielt das Zwei- und Mehrkörperproblem auch in der modernen 
Atomphysik eine zentrale Rolle. Im Wasserstofjatom bewegt sich das Elektron 
um dessen Kern, das Proton, wie der Planet um die Sonne. Auch hier hat sich 
die Hamıtton-JacoBIsche Methode in erstaunlicher Weise bewährt. Sie weist 
geradezu auf diejenige Stelle hin, an der die Quantenzahlen einzuführen sind. 
Man bezeichnet in der (älteren) Quantentheorie als Phasenintegral des k'*= 
Freiheitsgrades, falls dieser von den übrigen Freiheitsgraden separierbar ist, die 
Größe 
(16) Jı=/[Prd, 
erstreckt über den gesamten Wertebereich (,Phasenbereich‘‘) der Varisblen g,, 
und verlangt, daß J, ein ganzes Vielfaches des PLano&schen Wirkungsquantums 
(vgl. 8. 150) sei: 
(188) J Pi? h. 


Indem man nun 7, in (16) durch die Wirkungefunktion $ ausdrückt, erhält 
man 


83 
(17) 7 19 = 48, =nı.h. 


4S, ist der k* „Periodizitätsmodul‘“ der Wirkungsfunktion, d.h. die Änderung, 
die $ erleidet, wenn q, seinen gesamten Phasenbereich durchläuft. 

Das Elektron des Wasserstoffatoms hat die Koordinaten , =r und, =P. 
Die Differentialgleichung (2) für $ und ihre Lösung (7) können wir direkt aus 
der Astronomie in die Atomphysik übernehmen, wenn wir darin die potentielle 
Energie der Gravitation ersetzen durch die Covzomesche Energie — e®r. 

Da sich der Phasenbereich der p-Koordinate von 0 bis 2 T erstreckt, erhalten 
wir aus (7) und (17) 


sti=uw—een# 


(18) 48,=20,=n,h. 
n„istdie azimulale Quantenzahl; o, ist, wie wir wissen, identisch mit dem azimutalen 
Impulsmoment p,. 


Der Phasenbereich der r-Koordinate erstreckt sich von rm biß ra; und zurück. 
Die Gin. (7) und (17) liefern daraufhin 
"mar 


(19) A8,—2 [ Ver (#2) had mh. 


"min 
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n, ist die radiale Quantenzahl. Das Integral läßt sich ausführen (am besten durch 
komplexe Integration in der r-Ebene); (19) geht dann über in 


; ‚me 
(20) er 7 


Daraus berechnet man für die Energie des Wasserstoffelektrons im Quanten- 


zustande n = n,+ n,: 
Inime 
€ bei 22 


sie ist negativ, weil die Energie bei unendlicher Entfernung des Elektrons vom 
Proton (vgl. den obigen Ansatz für die potentielle Energie) auf Null normiert 
worden iet. 

GI. (21) hat, zusammen mit dem Bomzschen Postulat von der Ausstrahlung der 
Energie in Quantensprüngen, erstmalig zum Verständnis des Wasserstoffspek- 
trums (der sog. Balmerserie) und von da aus zur modernen Theorie der Spektral- 
linien überhaupt geführt. \ 

Wir haben schon im Eingange von $ 44 angedeutet, daß die heutige Entwicklung 
der Atomtheorie nicht bei der hier gewählten Darstellung der Atombahnen 
stehengeblieben, sondern, den Spuren Hammwrons folgend, zu einer vertieften 

-wellenmechanischen Auffassung der Atomvorgänge durchgedrungen ist. 


Übungsaufgaben 


Zu Kapitel I 


IL. 1. Elastischer Stoß‘). n gleiche Massen M liegen nebeneinander in gerader 
Linie. Von links stoßen gleichzeitig zwei Massen M, jede mit der Geschwindigkeit v, 
gegen sie. Energie- und Impulssatz sind offenbar erfüllt, wenn die beiden Massen 
linka ihre Geschwindigkeit auf die beiden letzten Massen rechts übertragen. Man 
zeige, daß diese Sätze nicht erfüllber sind, wenn nur eine Masse rechts susge- 
stoßen würde oder wenn zwei Massen rechts mit verschiedenen Geschwindigkeiten 
4, v8 in Bewegung gesetzt würden. 

12. Elastischer Stoß bei ungleichen Massen. Die letzte Masse m sei kleiner 
als die anderen Massen. Von links stoBe eine Masse M mit der Geschwindigkeit v,. 
Man zeige, daß es nach dem Energie- und Impulssatz unmöglich ist, daß m allein 
fortfliegt. Welches sind unter der Annahme, daß sich rechts nur zwei Massen in 
Bewegung setzen, ihre Geschwindigkeiten ? 

1,8, Elastischer Stoß bei ungleichen Massen. Die letzte Masse M’ rechts sei 
größer als die anderen. Man mache die gleichen Annahmen wie unter 2,, beachte 
aber, daß das vorletzte Teilchen rechts seinen Impuls nach links weitergibt. 
Welches ist die Geschwindigkeit von M’ und der ersten Masse M am linken Ende ? 
Was geschieht, wenn M’ sehr groß ist? 

1.4. Unelastischer Stoß zwischen einem Elektron und einem Atom. Ein Elektron m 
treffe mit der Geschwindigkeit vu im zentralen Stoß auf ein ruhendes Atom M 
und rege es an, so daß es aus seinem Grundzustand in ein um W höheres Energie- 
niveau gehoben wird. Welche Anfangsgeschwindigkeit v, muß das Elektron hierzu 
mindestens haben ? 

Man findet je eine quadratische Gleichung für die Endgeschwindigkeiten v des 
Elektrons und V des Atoms. Aus der Forderung, daß die in deren Lösung auf- 
tretende Quadratwurzel reell sein muß, folgt der Mindestwert v,. Dieser ist etwas, 
wenn auch (bei dem Massenverhältnis Mm > 2000) unbeobschtbar wenig, größer, 
als man bei alleiniger Berücksichtigung des Energiesatzes erwarten würde. 

Ist aber das stoßende Teilchen von derselben oder annähernd derselben Masse 
wie das gestoßen, so ergibt sich für die erforderliche Mindestenergie annähernd 
das Doppelte der energetischen Erwartung. 

t) Es ist unerläßlich, deß der Studierende die in I. 1 bie I. 3 genannten Versuche selbst 


ausführt mit Münzen auf glatter Unterlage oder elastischen Kugeln, die an Fäden so auf- 
gehängt sind, daß sie sich in der Ruhelage berühren. 
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1.5. Rakele. Eine Rakete mit kontinuierlichem Auspuff steigt senkrecht 
nach oben. Auspuffgeschwindigkeit a relativ zur Rakete und Auspuffmenge 
pro Sekunde „=—m seien zeitlich konstant. Die Bewegung erfolge rei- 
bungslos bei konstanter Schwerebeschleunigung g. Stelle die Bewegungs- 
gleichung auf und integriere sie unter der Annahme, daß die Anfangsgeschwin- 
digkeit der Rakete am Erdboden Null sei. In welcher Höhe befindet sich die 
Rakete für = 10, 30, 50 Sekunden, wenn u = 1/100 der Anfangsmasse »n, und 
a = 2000 m/s ist? 

I. 6. Fallender Wassertropfen in gesälligler Atmosphäre. Ein kugelförmiger 
Wassertropfen falle unter dem Einfluß der Schwere reibungslos in einer mit 
Wasserdampf gesättigten Atmosphäre. Zu Beginn der Bewegung (t = 0) sei sein 
Radius = c, seine Geschwindigkeit = v,. Infolge der Kondensation erfährt er 
einen kontinuierlichen Zuwachs an Masse, der proportional der Oberfläche ist, 
und daher einen der Zeit proportionalen Zuwachs des Radius. Man integriere 
die Differentialgleichung der Bewegung, indem man r statt 4 als unabhängige 
Variable einführt, und zeige, daß für c = 0 die Geschwindigkeit gleiehförmig mit 
der Zeit anwächst. j 

1,7. Fallende Kelle. Eine Kette liegt zusammengeschoben an der Kante eines 
Tisches, bis auf ein Stück derselben, welches anfangs bewegungslos nach unten 
hängt. Die Kettenglieder werden einzeln in die Bewegung hineingezogen; von 
Reibung soll abgesehen werden. Der in der gewöhnlichen Form geschriebene 
Satz von der lebendigen Kraft ist hier kein Integral der Bewegungsgleichung. 
Es muß vielmehr in der Energiebilanz der (Carxorsche) Energieverlust beim Stoß 
mit in Rechnung gestellt werden. 

1.8. Fallendes Seil, Von einer festen Unterlage gleitet ein ausgentrecktes Seil 
von der Länge lab, von welchem anfangs das Stück x, bewegungslos über die 
Kante hing; x sei die vertikal hängende Länge zur Zeit, Das Seil soll Biegungen 
keinen Widerstand entgegensetzen. Es ist zu zeigen, daß der Energiesatz in der 
Form 7 + V = konst. ein Integral der Bewegungsgleichung ist. 

1.9. Beschleunigung des Mondes durch die Erdanziehung. Die Entfernung des 
Mondes von der Erde beträgt etwa 60 Erdradien. Die Mondbahn werde als kreis- 
förmig angenommen, die Umlaufszeit gleich 27 Tage, 7 Stunden, 43 Minuten 
gesetzt. Daraus kann die Beschleunigung des Mondes nach der Erde (Zentripetel- 
besohleunigung) entnommen werden. Der Vergleich derselben mit der aus dem 
Newroxschen Gesetz der allgemeinen Gravitation berechneten Beschleunigung 
lieferte die erste Bestätigung dieses Gesetzes. 

I. 10. Das Kraftmoment als Vektorgröße. In einem ersten rechtwinkligen Koordi- 
natensystem (x, Y, 2) sei der Angriffspunkt einer Kraft % duroh den Koordinaten- 
vektor t gegeben. Man zeige, daß sich das Moment der Kraft 5 um den Anfangs- 
punkt des ersten Koordinatensyatems beim Übergang zu einem zweiten Bezugs- 
system (2’, y, 2’), das gegen das erste gedreht ist, wie ein Vektor, d.h. ebenso 
wie = (z, y, 2), transformiert. Dabei ist vorausgesetzt, daß beide Koordinaten- 
systeme gleichsinnig sind (beide Rechts- oder beide Linkssysteme sind). 
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1.11. Der Hodograph der Planetenbewegung. Der Hodograph der Plansten- 
bewegung wird, wie sich aus Gl. (6.5) mit A = 0 ergibt, gegeben durch: 


E GM. . GM 
== — einp, n=y=+7op+tB. 


(M ist die Sonnenmasse, C die Konstante des Flächensatzes, 9 die wahre Ano- 
malie, vgl Fig. 6.) Man zeige, daß die Bahn eine Hyperbel oder Ellipse ist, je 
nachdem der „Pol“ £=n=0 des Hodographen von diesem aus- oder ein- 
geschlossen wird, und charakterisiere die Grenzfälle der Parabel und des Kreises 
ebenfalls durch die Lage dieses Poles. 

I. 12. Parallel einfallende Elektronenbahmen im Felde eines Ions und ihre Enveloppe. 
Auf ein ruhendes ionisiertes Atom A (Ladung E, Messe M) werden in zeitlicher 
Aufeinanderfolge aus dem Unendlichen, parallel zueinander Elektronen (Ladung e, 
Masse m) mit der Geschwindigkeit v, abgeschossen. Welche Umgebung des 
Atoms wird, wenn e das gleiche Vorzeichen wie 2 hat, niemals von den Elektronen 
bestrichen ? 

“Als Richtung der einfallenden Teilchen nehme man die y-Achse und behandle 
die Aufgabe als ebenes Problem, am besten ausgehend von der Bahngleiohung 
für ein Teilchen in Polarkoordinsten mit A als Po! des Koordinstensystems und 
ls Brennpunkt der Bahnhyperbel. Die Grenze des Gebiets ergibt sich als Enve- 
loppe der Bahnkurven. Wegen M > m kann A als ruhend angesehen werden. 

Man zeige, daß, wenn e und Z entgegengesetztes Vorzeichen haben, die Enve- 
loppenbedingung zwar scheinbar die gleiche Gebietsbegrenzung Hefert, daß diese 
aber physikalisch bedeutungslos ist. 

1.18. Ellipsendbahn unter dem Einfluß einer der Entfernung proportionalen 
Zeniralkraft. Eine Masse m stehe unter dem Einfluß einer nsch eimem festen 
Punkt O gerichteten Kraft (Zentralkraft) 


= —kı 


(e=Om,k=konst.). Man zeige, daß für die Bewegung von m folgende drei 
Gesetze gelten: 

1. m beschreibt eine Ellipse mit dem Mittelpunkt O. 

2. Der Fahrstrahl r überstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flächen. 

3. Die Umlaufszeit 7' ist unabhängig von der Gestalt der Bahnellipse, nur 

abhängig vom Kraftgesetz, d. h. also von & und der Masse m. 

1.14. Atomzertrimmerung des Lithiums (Kıromwer, Bayer. Akad. 1933). 
Trifft ein Wasserstoffkorn (Proton, Masse m>) mit der Geschwindigkeit vp auf 
einen Kern von Li? (Lithium vom Atomgewicht 7), so wird dieser in zwei -Teilchen 
(Masse m, = 4 mp) zerlegt, die nahezu, aber nicht genau diametral zusinander 
weggeschleudert werden. Man berechne für den Fall, daß die «-Teilchen symme- 
trisch zur Stoßrichtung und mit gleicher Geschwindigkeit fortfliegen, den von 
ihnen gebildeten Winkel 29. Man beachte, daß sußor der kinetischen Energie > 
des Protons noch eine infolge des Massendefektes freiwerdende, 2, weit überwie- 
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gende Energie W auftritt, die ebenfalls auf die «-Teilohen übertragen wird. In 
die Schiußformeln für 008 geht außer mp und m, die kinstische Energie des 
Protons Er und W ein. B 

In dem in der Atomphysik üblichen Energiemaß ist W = 14 10° eV (lies 
Elektronen-Volt). Wie groß war bei einem Versuch, bei dem Er = 0,2. 108 eV 
betrug, die Geschwindigkeit v, und der Winkel 291 

1. 15. Zentraler Stoß zwischen Neutronen und Atomkernen, Wirkung des Parajfin- 
blockes. Neutronen werden von einer 50 om dieken Bleiplatte nur ganz schwach 
abgebremst, dagegen durch eine Paraffinschicht von etwa 20 om völlig abge- 
schirmt. Man versteht dies daraus, daß sich die kinetische Energie des Neutrons 
{Masse m = 1) im zentralen Stoß vollständig auf einen der Wasserstoffkerne des 
Paraffins (Masse des Protons M, = 1) überträgt, wohingegen auf einen Bleikern 
(Masse M, = 206) keine nennenswerte Energie übertragen wird. Man stelle die 
kinetische Energie, die der ursprünglich ruhende Atomkern (Masse M) beim 
zentralen Stoß von dem Neutron (Masse m) aufnimmt, als Funktion des Verhält- 
nisses M/m durch eine Kurve dar. \ 

1.16. Die Keplersche Gleichung. Der zeitliche Ablauf der Bewegung des 
Plansten auf seiner Bahn wird in differentieller Form durch den Flächensatz 
geregelt. Um ihn in endlicher Gestalt zu erhalten, kann man nach KırLER 
folgenden Weg einschlagen (Fig. 56). 

Über der großen Achse der Kzruer-Ellipse als Durchmesser wird ein Kreis 
errichtet. Dem zur Zeit t im Punkte E sich befindenden Planeten wird auf dem 


" Fig. 56. Keruens Konstruktion der exzentrischen Anomalie u 

und ihr Verhältnis zur wahren Anomalie $ ’ 
Kreise ein Punkt K zugeordnet, der in bezug auf die Hauptachsen als Koordi- 
natensystem dieselbe Abszisse hat wie #. Während E durch seine Polarkoordi- 
naten r, 9 (Po) die feste Sonne 8) gegeben ist, wird K durch die Polarkoordinaten 
a, u (Pol Z) festgelegt. Zu der wahren Anomalie tritt so die exzentrische 
Anomalie u. (Wir rechnen beide in Bewegungeriohtung vom Perihel aus, über- 
einstimmend mit dem Gebrauch der Astronomen). 
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Man kann die Abszissen x und y des Planeten X das eine Ma} durch r, 9, das 
andere Mal in bekannter Weise durch je eine der Halbachsen und durch die 
exzentrische Anomalie 4 ausdrücken, so daß, wenn X gegeben, auch 2 festgelegt 
ist. Der Ablauf der Bewegung des Punktes X auf dem Kreise regelt sich dann 
nach der- berühmten KerLerschen Gleichung: 

sat=(W— ssinuw). 
Hierin bedeutet e die numerische Exzentrizität der Ellipsenbahn; und es ist 
n= V iu = z = ni ; a, b sind die Halbachsen, @ die Gravitstionskonstante, 
MM die Sonnenmasse, C die Flächenkonstante. 

Zur Herleitung der Krrierschen Gleichung gehe man aus von der Polar- 
gleichung (6.8) der Ellipse, bezogen.auf $ als Pol und den Fahrstrahl SP (Sonne- 
Perihel) als Polarachse [,‚Parameter p= a (l — e®)] 


r=pj(l.+ecosp). 


Indem man durch die oben gekennzeichneten Transformationsformeln u an Stelle 
von 9 einführt, erhält man die Gleichung: 


r=a(l—ecosu). 


Durch Differentiation der beiden vorstehenden Gleichungen, Elimination von r, 
dr, p und mit Hilfe des Flächensatzes dp, erhält man schließlich die Differential- - 
beziehung 'zwischen de und dt, aus der die Keruersche Gleichung durch Inte- 
gration hervorgeht, wenn man noch vorschreibt, daB die Zeitzählung im Perihel 
beginnt. 


Zu Kapitel II 

W.1. Nichtholomome Bedingungen beim rollenden Rad. Ein. scharfkantiges 
Rad (Radius a) rolle ohne zu gleiten auf einer rauhen ebenen Unterlage (Beispiel: 
das Beifenschlagen auf glatter Straße). Seme jeweilige Lage ist durch folgende 
Angaben bestimmt: 

1. Koordinaten x, y des Berührungspunktes des Rades mit der Unterlage in 
bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem z, y,z, dessen zy-Ebene die 
Unterlage ist. 

2. Winkel 9 zwischen Radachse und z-Achse, 

3. Winke) p, den die Tangente (= Schnitt von Radebene und Unterlage) mit 
der x-Achse einschließt. 

4. Winkel p zwischen den zum jeweiligen Berührungspunkt gerichteten Radius 
des Rades mit einem beliebigen, aber festen Radius, etwa gezählt in der Dreh- 
richtung. i 

Das rollende Rad hat also fünf Freiheitsgrade im Endlichen, Die Bedingung 
des reinen Rollens (ohne Gleiten), das durch die Haftreibung zwischen Rad und 
Unterlage bewirkt wird, schränkt jedoch diese Beweglichkeit ein, denn bei einer 
Fortbewegung in der jeweiligen Richtung muß der in Tangentenrichtung zurück- 
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gelegte Weg ös =aöp seim. Durch Projektion auf die Achsen gibt dies für die 
Verschiebungen dx, öy und dp die Bedingungsgleichungen 
(1) d&c=acospöp, öy=aninpöp. 

Im Unendlichkleinen hat also das rollende Rad nur drei Freiheitsgrade. 

Man zeige, daß die Bedingungen (1) nicht auf Gleichungen zwischen den Koordi- 
naten zurückgeführt werden können. Zu diesem Zweck weise man nach, daß das 
Bestehen einer Gleichung f(x, y, 9,9) = 0 [# kommt ja in (1) nicht vor} im Verein 
mit den Bedingutigen (1) zu einem Widerspruch führt. 

U.2. Angenäherte Schvungradberechnung einer doppellwirkenden einzylindrigen 
Kolbendampfmaschine (vgl. auch $8 unter Nr.4). (Doppeltwirkend heißt: Es 
wird abwechselnd auf beiden Seiten des Kolbens Dampf eingeleitet, so daß beim 
Hin- und Rückgang Arbeit geleistet wird.) 

Nimmt man der Einfachheit halber an, daß der Dampfdruck während jedes 
Hubes unverändert bleibt (Volldruckmaschine), und setzt man ferner unendlich 
lange Schubstange voraus, so ändert sich während einer halben Umdrehung (von 
vorderer bis hinterer Totlage der Kurbel, d.i. Kolben jeweils an den Zylinder- 
enden) das von dem Kolben auf die Welle übertragene Drehmoment M mit dem 
Kurbelwinkel 9 gemäß 

M = M,sinp, 
vgl. GI. (9. 5). M, ist dabei eine Konstante; p wird von der hinteren Totlage aus 
im Drehsinn gezählt. In der zweiten Hälfte, von vorderer bis hinterer Totlage, 
ändert sich das Drehmoment unter den obigen Voraussetzungen (nämlich 1. dop- 
peltwirkende Maschine, 2. Volläruckbetrieb, 3. unendlich lange Schubstange) nach 
demselben Gesetz, wenn jetzt der Winkelg von der vorderen Totlage aus im 
Drehsinn gewählt wird. 

Die Belastung der Maschine sei durch das konstante Moment W gegeben, das 
einer Leistung von N PS bei einer Drehzahl » U/min entspricht. Zufolge des 
veränderlichen Antriebsmomentes M bei unveränderlichem Belastungsmoment W 
schwankt die Winkelgeachwindigkeit zwischen einem größten Wert o„,, und einem 
kleinsten ©. um den Mittelwert &,„, der näherungsweise 

_ max + Ola 
2 
gesetzt werde. Die Aufgabe des Schwungrades ist es, die relative Schwankung, 
den „Ungleichförmigkeitsgrad‘ 
Omazx “— Umin 
6= Br ’ 
nicht über eine gegebene Schranke hinauswachsen zu lassen. Wie groß ist das 
Trägheitsmoment des erforderlichen Schwungrades, wenn man die Trägheits- 
wirkung der bewegten Massen (Kolben mit Kolbenstange und Kreuzkopf, Schub- 
ztange, Kurbel) vernachlässigt ? 

1.3, Zentrifugalkraft bei vergrößerter Erdrotation. Wie schnell müßte die Erde 
rotieren, damit sich am Äquator Schwere und Zentrifugalkraft gerade aufheben ? 

Wie lang wäre dann der Tag ? 


Übungsaufgaben zu Kapitel II 219 


D.4. Poggendorffscher Versuch mit der Waage. An einem Waagbalken ist auf 
der einen Seite eine (gewichtslose) Rolle (reibungafrei) befestigt, über die em Faden 
F läuft, der auf einer Seite das Gewicht P, auf der anderen, ähnlich wie bei der 
Arwoopsohen Fallmaschitne, das Gewicht P + p (p = kleines Übergewicht) trägt. 
p ist anfangs durch einen Faden / an der Achse der Rolle befestigt. Aufder anderen 
Seite der Waage werden die Gewichte ausbalanciert. Darauf wird der Faden f 
durohgebrennt. 


&) Mit welcher Beschleunigung steigen bzw. fallen die Gewichte P und P+p! 
b) Schlägt der Waagbalken dabei aus? 
c) Welche Spannung wirkt im Faden P? 


U. 5. Beschleunigt bewegte schiefe Ebene. Eine schiefe Ebene wird in vertikaler 
Richtung nach vorgegebener Abhängigkeit von der Zeit bewegt. Man untersuche 
die Bewegung eines auf ihr reibungslos herabgleitenden Körpers von der Masse m, 
insbesondere den Fall, daß die schiefe Ebene mit der konstanten Beschleunigung 
+ 9 bewegt wird. 

I. 6. Zenirifugalmomenie bei der gleichförmigen Rotation emes unsymmelrischen 
Körpers um eine Achse. Ein um eme Achse gleichförmig sich drehender unsym- 
metrischer Körper seian den Aohsenenden A und B gelagert. Welche Reaktionen 
A und müssen die Lager ausüben 9 Man berechne diese nach dem D’ALEMBERT- 
schen Prinzip und zeige, daß sie aus der im Schwerpunkt vereinigten Zentrifugal- 
kraft und aus dem rewultierenden Moment der Zentrifugalkräfte der einzelnen 
Massenelemente entstehen. 

Die durch das Gewicht “les Körpers allein veranlaßten Reaktionen sind nach 
8.48 bekannt und können daher hier unbeachtet bleiben. 


I.7. Theorie des Jo-Jo-Spielzeugs. Ein scheibenförmiger Körper (Masse M, 
Trägheitsmoment ©) ist symmetrisch zu semer zur Achse senkrechten Mittelebene 
tief eingekerbt. Auf dieser Einkerbung (Radiusr) sei ein Faden aufgewickelt, 
das obere Ende desselben werde gehalten. Der Körper werde dann bei gespanntem 
Faden losgelassen. Er sinkt und erhält gleichzeitig eine beschleunigte Rotation, 
bis der Faden abgelaufen ist. Dann wandert er, m einem hier nicht näher zu 
betrachtenden Zwischenstedium, von der einen Seite des Fadens auf die andere. 
Indem sich hierauf der Faden im umgekehrten Sinne wieder aufwiokelt, steigt der 
Körper mit verzögerter Rotation usf. Welches ist die Fadenspannung 

&) beim Sinken ? 

b) beim Steigen ? 

r sei gegen den Abstand der Achse vom festgehaltenen Fadenende so klein, daB 
der Faden jederzeit als vertikal betrachtet werden kann, 


I. 8. Abspringen eines Massenpunktes bei der Bewegung auf der Kugeloberfläche. 
Auf der oberen Hälfte einer Kugel bewegt sich ein Massenpunkt. Beine Anfangs- 
lege 2, und Anfangsgeschwindigkeit v, seien beliebig, jedoch letztere tangential 
zur Kugeloberfläche. Die Bewegung erfolge reibungslos unter dem Einfluß der 
Schwere. In welcher Höhe sprimgt der Massenpunkt von der Kugel ab } 
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Zu Kapitel III 


IH. 1. Das sphärische Pendel bei kleinem Ausschlag. Während beim sphärischen 
Pendel im allgemeinen die Scheitelpunkte der Bahn vorrücken, müssen sie 
für hinreichend kleine Ausschläge festliegen, entsprechend dem Umstande, daß 
es sich hier um eine harmonische Ellipsenbewegung handelt. Man schätze ab, 
in weloher Ordnung die Soheitelvorrückung Ap mit der Ellipeenfläche ver- 
schwindet! 


II. 2. Lage des Resonanzmaximums bei der erzwungenen gedämpften Schwingung. 
Bei der erzwungenen Schwingung mit Dämpfung liegt das Maximum der Schwin- 
gungssmplitude nicht wie im dämpfungefreien Fall bei ® =@,, sondern bei 
einem von der Stärke der Dämpfung abhängigen Wert unterhalb von @, (vgl. 
Fig. 33, 8. 92). 

Man bestätige den hier angegebenen maximalen Wert von |C]. 

Andererseits zeige man, daß das Maximum der Geschwindigkeitsamplitude 
|Olo (brw. des zeitlichen Mittelwertes der kinetischen Energie) geoan en der 
Stelle w = w, liegt. 


II. 8. Zinschaltvorgang beim Galvanomeler. Ein Gelvanometer sei über einen 
Schalter mit einer Gleichstromquelle von konstanter elektromotorischer Kraft Z 
verbunden. Zur Zeit # = 0 werde eingeschaltet; nach hinreiohender Zeit stellt 
sich der Galvanometerausschlag &„ ein. Welches ist der Übergang von der 
ursprünglichen Ruhelage-« = 0, & = N) zur Endlage « = u, ? 

Man beachte, daß auf das Galvanometer vom Trägheitsmoment © außer dem 
äußeren Drehmoment, welches dem elektrischen Strom und damit auch der 
EMK proportional ist, als bewegungshemmend ein der Winkelgeschwindigkeit 
proportionales Dämpfungsmoment und das rüokwirkende Moment der Aufhän- 
gung, das dem Ausschlag « proportional ist, einwirken; e charakterisiert den 
Proportionalitätsfaktor des Dämpfungsmomentes, ® den des rückwirkenden 
Momentes. 

Hierbei sallen die einzelnen Fälle 

a) schwache Dämpfung (e < @.), 

b} speriodisoher Grenzfall (0 = @,), 

0) starke Dämpfung (0 > @,) 
unterschieden und graphisch erläutert werden. 


IH. 4. Das Pendel bei zuangeweiser Bewegung seines Aufhängepunktes. a) Ein 
Massenpunkt hängt an einem unelastischen Faden und pendelt dämpfungafrei 
uuter der Einwirkung der Schwere. Der Aufhängepunkt wird nach einem belie- 
bigen Gesetz geradlinig horizontal bewegt [Verschiebung £ = ftt)]. 

Wie lauten die Bewegungsgleichungen des Systems (Faden masselos) ? Ableitung 
aus dem D’ALEMBERTsSChen Prinzip oder aus den Laarangzachen Gleichungen 
1, Art, 

Die Bewegungsgleichungen vereinfachen sich beträchtlich, wenn man zu kleinen 
Schwingungen übergeht, also nur die Glieder erster Ordnung beibehält. 
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Setzt man überdies voraus, daß die Verschiebungen des Aufhängepunktes 
harmonisch in der Zeit sind, so können die Bewegungsgleiohungen einfach inte- 
griert werden. Man zeige, daß bei stationär gewordener Bewegung, d. h., nachdem 
durch die sonst nicht berücksichtigte Dämpfung die den Übergang von der Ruhe 
zur stationären Bewegung vermittelnden Eigenschwingungen des Pendels ab- 
geklungen sind, unterhalb der Resonanz Aufhängepunkt und Masse m sich im 
gleichen Sinne bewegen, oberhalb der Resonanz im entgegengesstzen Sinne. 

b) Entsprechend behandle man den Fall vertikaler, insbesondere gleichförmig 
besohleunigter Verschiebung n des Aufhängepunktes. Wie groß wird hier die 
Schwingungsdauer, wenn der Aufhängepunkt mit der Beschleunigung -+g 
verschoben wird ? 

I. 5. Eine leicht herstellbare Realisierung von sympalläschen Pendeln, in 
Fig. 67 skizziert. Zwischen zwei festen Stützen A, B (Winkeleisen) ist ein masse- 
loser, elastisch nachgiebiger Draht gespannt. Seme Spannung $ wird durch em 


Fig. 57. Der Draht AODB ist durch das Gewicht @ gespannt, wird aber picht nur durch 
die Schwere, sondern auch durch die Trägheitewirkungen der Pendel deformiert in den 
Linienzug A34 B bzw. bei der entgegengesetzten Ausschwingung in A3’4’B. Die Pendel 1 
und 2, Länge }, und %, sind bifilar aufgehängt und schwingen daher transversal gegen die 
Zeiohenebene (die bifilare Aufhängung iet in der Figur nicht dargestellt). Die jeweiligen 
Ausschwingungswinkel gegen die Vertikale sind 9, und 9s 


ausweohselbares Gewicht @ hervorgerufen, dasan dem einen überhängenden Ende 
des Drahtes angebracht ist. An den Stellen C und D, die die Strecke AB in drei, 
sagen wir, gleiche Teile teilen, sind zwei Pendel biftlar aufgehängt, so daß sie 
ziemlich genau transversal, d. h. senkrecht gegen die Zeichenebene aussohwingen 
können. (Die bifilaren Aufhängungen sind in der Figur je durch emen Pendelarım 
schematisiert.) Durch Vergrößerung von @ macht man die Kopplung zwischen den 
beiden Pendeln loser (nicht etwa fester!). Im folgenden wird die Kopplung als 
lose, $ also als groß gegen das Gewicht der Pendelkörper, vorausgesetzt. Die Wm- 
ke! der Pendelausscohwingung gegen die Vertikale 9, und o, seien klein, so daß 
(wegen der Beziehungen vgl. die Figur; 3° und 4’ bedeuten die zu den Lagen 3 
und 4 der Aufhängepunkte OD entgegengesetzten Ausschwingungen) : 


naar cp =l, 


‚ oam=]1. 


r a8 
aa, 
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Unter Vernachlässigung der y-Komponente der kleinen Sohwingungen haben wir 
für m, und entsprechend für m, 


dt) mg=-Sop=S, mg = 8,0005 == 8, 
2) mA=-— ins, ma=— hin. 


An den Stellen C und D müssen $, bzw. 8, mit der Spannung S im Gleichgewicht 
stehen, welche ihrerseits durch 8, und S, nur um vernachlässigbar kleine Größen 
abgeändert wird. Dies gibt zwei weitere Bedingungen zwischen z,, 24 2, 2. 
Indem man aus ihnen z, und x, ausreoknet und in (2) einsetzt, erhält man die 
simultanen Differentialgleioehungen der sympathischen Pendel. Man überzeuge 
sich, daß sie mit den Gln. (20. 10) übereinstimmen. 

II. 6, Der Schwingungstilger. An ein in der x-Riohtung schwingungsfähiges 
System (Masse M, Konstante der rüoktreibenden Kraft K) sei eine Masse m 
mit einer Feder (Konstante k) angekoppelt derart, daß auch m in der z-Richtung 
schwingen kann. Bei Einwirkung einer äußeren Kraft P,=co0oso! auf die 
Masse M soll sich diese nicht bewegen. Welche Bedingungen muß'hierbei das 
System (m, k) erfüllen ? 


Zu Kapitel IV 


YV.1. Trägheitsmomente einer ebenen Massenverteilung. Für jede Massenvertei- 
lung in der Ebene ist das Trägheitsmoment um die „polare“ Achse (senkrecht 
zur Ebene) gleich der Summe der Trägheitsmomente um zwei zueinander senk- 
rechte „äquatoriale‘‘ Achsen (in der Ebene der Scheibe). Spezialisierung auf die 
'Kreisscheibe. 

IV. 2. Carlesische Komponenten der Winkelgeschwindigkeit aus der zeitlicher 
Änderung Ö,%,$ der Eulerschen Winkel. Man gebe den Zusammenhang der 
Komponenten P,Q, R der Winkelgeschwindigkeit © = (P, Q, R) im raumfesten 
X, Y,Z-System und ihrer Komponenten 2,g,r im körperfesten z, y, 2-System 
mit der zeitlichen Änderung der EuLerschen Winkel an. Vgl. Fig. 53, 8. 173. 

IV. 3. Die Rotation des Kreisels um seine Hauptachsen. Bei einem unsymmetri- 
schen Kreisel ist nach Fig. 47a, b die Rotation um die Achse des größten oder 
kleinsten Trägheitsmomentes stabil, die um die Achse des mittleren Hauptträg- 
heitsmomentes instabil. Zum analytischen Beweis gehe man von den EvL£Rsohen 
Gleichungen aus und setze die Winkelgeschwindigkeit um die Rotetionsachse 
p = konst.=p,. Die Winkelgesohwindigkeiten g und r um die beiden anderen 
Trägheitshauptachsen, die zu Anfang Null sind, erhalten durch eine äußere Stö- 
rung von Null verschiedene Werte. Setzt men die Störung als klein voraus, 80 
ergibt die erste Eurersche Gleichung, daß p in erster Näherung unverändert 
gleich ?, bleibt. Für g und r erhält man aus den beiden anderen Gleichungen 
ein System von zweilinearen Differentialgleiohungen 1. Ordnung. Indem g =a e* 
und r = be?! mit willkürlichen Konstanten a, b angesetzt wird, ergibt die Diskus- 
sion der quadratischen Gleichung für A den eingangs ansgesprochenen Satz. 
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IV.4. Hohe und tiefe Stöße beim Billard. Nachläufer und Zurückzieher. Ein 
Billardball werde mit horizontalem Queue in seiner Mittelebene, also ohne Effet, 
angestoßen. In welcher Höhe h über dem Mittelpunkt muß das Queue den Ball 
treffen, damit reines Rollen (kein Gleiten) eintritt? Man gebe eme Theorie der 
hoch und tief gestoßenen Bälle unter Berücksichtigung der gleitenden Reibung 
zwischen Ball und Tuch. Um wieviel wächst die Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes während der Reibungsperiode bei Hochstoß, um wieviel nimmt sie ab 
bei Tiefstoß 1 Nach welcher Zeit ist nur noch reines Rollen da ? 

Mit denselben Methoden lassen sich die Ve beim Naohläufer und Zu- 
rüokzieher erklären. 


IV. 5. Parabolische Bewegung des Billardballes. Wie muß ein Ball angestoßen 
werden, damit die fortschreitende Bewegung des Schwerpunktes und die Rota- 
tionsachse nicht senkrecht aufeinander stehen ? Man zeige, daß, solange der Ball 
gleitet, die Richtung der Beibungskraft stete dieselbe ist. Welches ist die Bahn 
des Mittelpunktes der Kugel? Wie lange dauert es, bis reines Rollen eintritt ? 


Zu Kapitel V 


V,1. Relativbewegung in der Ebene. Die Ebene rotiere um einen festen Punkt O 
mit der veränderliohen Winkelgeschwindigkeit w (Drehachse = Normale in 
0). 

Welche Zusatzkräfte, außer der Zentrifugalkraft, muß man an einem Massen- 
punkt anbringen, damit seine Bewegungsgleichungen in der rotierenden Ebene 
dieselbe Form annehmen wie in dem Inertialsystem der raumfesten Ebene? Man 
führt zweckmäßig die komplexen Variablen z + # yin der raumfesten, E +inin 
der rotierenden Ebene ein. 

V.2. Bewegung eines Massenpunktes auf einer rotierenden Geraden. Ein Massen- 
punkt bewegt sich (ohne Reibung) in einer festen Vertikalebene auf einer Geraden, 
die sich ihrerseits mit konstanter Winkelgeschwindigkeit » um einen festen Punkt 
in dieser Vertikalebene dreht. Man berechne die Bewegung auf der sich drehenden 
Geraden als Funktion der Zeit und zeige, daß die Zwangskraft (Führungsdruck) 
und die in ihrer Richtung genommene Komponente der Erdanziehung sich gerade 
gegen die CorioLiskraft wegheben. 

V.8. Der Schlitten als einjachstes Beispiel eines nichtholonomen Systems [nach 
C. CARATHKODORY, Z. angew. Math. Mech. 18 (1933) 71]. Der Schlitten wird als 
starres ebenes System aufgefaßt mit drei Freiheitsgraden im Endlichen, einem im 
Unendlich-Kleinen. (Man vergleiche das rollende Rad in Aufgabe II. 1, das fünf 
Freiheitsgrade im Endlichen, drei im Unendlich-Kleinen hatte.) 

Von der gleitenden Reibung auf dem Sohnee sehe man ab, bzw. ınan denke sie 
durch die Zugkraft des Pferdes dauernd aufgehoben. Aber man muß die Reibung Z 
berücksichtigen, die von den Sohneerinnen senkrecht gegen die Kufen ausgeübt 
wird und die jede seitliche Bewegung derselben verhindert. Diese Reibung sei 
auf einen Angriffspunkt konzentriert. 
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Mit dem Sahlitten sei ein £, n-System fest verbunden. Die £-Achse verlaufe 
in der Mittellinie der Kufen und gehe durch den Schwerpunkt $ (Koordinaten 
€=a,n=0), die n.Achse lege man durch den Angriffspunkt von R. In der 
horizontalen Ebene des Sohnees liege ein x, y-System. 9 sei der Winkel zwischen 
der £- und x-Achse, @ == @ die jeweilige Drehgeschwindigkeit des Schlittens um die 
Vertikale, M die Masse, © das Trägheitemoment des Sahlittens um die Vertikale 
durch den Schwerpunkt. %, v seien die Komponenten der Geschwindigkeit des 
Punktes O (£ = 7 = 0) nach der £- und n-Achse. 

a) Man leite die drei simultanen Differentialgleichungen für die Größen u, v, o 
“ ab mit R als äußerer Kraft nach der Methode der komplexen Variablen aus Auf- 
gabe V.1. 

b) Man vereinfache sie durch Einführung der niohtholonomen Bedingung v = 0 
und bestimme daraus R. 

o) Man integriere sie, indem man statt des Drehwinkels einen dazu propor- 
tionslen Hilfswinkel einführt. 

d) Man überzeuge sich, daß die kinetische Energie des Schlittens konstant ist 
(Grund: RZ wirkt wattlos). 


Kur n-} “= 


DI 


Fig. 58. Bahnkurve des Schlittene nach Cararufopory für verschiedene Werte von k 


e) Man zeige, daß die Bahnkurve des Punktes 0 in der zy-Ebene bei geeigneter 
Wahl der Zeitskala für # = 0 eine Spitze besitzt und für # = + @ in Asymptoten 
ausläuft, wie durch die von ÜARATHKODORY übernommenen Fign. 58 gezeigt wird. 


Zu Kapitel VI 

VL1. Beispiel zum Hamiltonschen Prinzip. Man berechne den Wert des 
Hammronschen Integrals zwischen den Grenzen? = 0 und? =4,:a) fürdie wirkliche 
Fallbewegung eines Massenpunktes: z=1/,g#; b) für zwei fiktive 
z2=ctundz=af, wo die Konstanten c und z, entsprechend der Vorschrift über 
die zugelassenen Bahnen, so zu bestimmen eind, daß Anfangs- bzw. Endlage je- 
weils mit der tatsächlichen übereinstimmt. Man zeige, daß das Integral für die 
wirkliche Bewegung einen kleineren Wert hat als für die fiktiven Bewegungen b). 

VI. 2. Nochmals die Relativbeıregung in der Ebene und die rotierende Geradführung. 
Man behandle die Aufgaben V.1 und V.2 nach der Laaranasschen Methode, 
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VI. 8. Nochmals der jreie Fall auf der rotierenden Erde und das Foucaultsche 
Pendel. Man überzeuge sich, daß auch diese Probleme nach der Laaranczschen 
Methode ohne Kenntnis der Gesetze der Relativbewegung behandelt werden 
können. Dieses Verfahren ist interessant und gedanklich einfacher als das Ver- 
fahren in Kapitel V; aber es erfordert eine sorgfältige Berücksichtigung der zahl- 
reich auftretenden kleinen Terme, wobei Vernachlässigungen wegen der Größe 
des Erdradius und der Kleinheit der Erddrehung erst nach Ausführung der Diffe- 
rentiationen ro und 5 vorgenommen werden dürfen. 

Man geht aus von den gewöhnlichen raumfesten Polarkoordinsten r, ©, y, auf 
der näherungsweise kugelförmig gedachten Erde, von der wir auch das Geoid nicht 
unterscheiden. Mit diesen vergleiche man die in Fig. 50, 8. 147, eingeführten Koor- 
dinaten £, n. £ auf der rotierenden Erde. Sind R der Erdradius, ©, ys die Koor- 
dinsten des Fußpunktes, über dem der mitbewegte Anfangsort des freien Falles 
bzw. der Aufhängungspunkt des Pendels liegt, s0 bestehen zwischen den Koor- 

 dinaten r, , y und &,n,{ des fallenden oder pendelnden Massenpunktes m die 
Beziehungen 


N) E=R(—0), n=Rindy—p, I=r—K, 
mit 

(2) A=ot, 9, =7— 9 = Komplement der geogr. Breite. 
Daraus folgt 3 


M .. R  : n 
{=R6, = Rendw—o)tgnd, {er 
und umgekehrt £ 
(3) rö=t +5)& r 
rensy [it )ntorlt+ Fine lt) N 
Den hier noch vorkommenden Winkel 9 hat man nach (1) als Funktion von & 


aufzufassen. 
Diese Werte sind in den Ausdruck der kinetischen Energie 


T-Tetrte 


einzusetzen, der dadurch zu einer Funktion von &, 7,6, &,7,{ wird. Man berechnet 
daraus ». B., wenn die später nicht in Betracht kommenden Glieder durch ... 


angedentet werden: 

(4 Fenlı+z tz a 
(5) a -ni- — mad +-- 

(6) Ein naar 


1) Vgl. hierzu die Erläuterung 8. 246 unten. 
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Als potentielle Energie kann man benutzen 
m Vemgr—B=mgl. 2 

Man überzeuge sich, daß auf diese Weise die G!n. (30. 5) beim freien Fall und 
die Gin. (81. 2) beim Foucautrachen Pendel entstehen, aus denen die früher eht- 
wiokelten Resultate fließen. 

VI.4. Rolipendelung eines Zylinders auf ebener Unterlage. Ein Kreiszylinder 
vom Radius a sei inkomogen mit Masse erfüllt, so daß der Schwerpunkt 8 den 
Abstand s von der Achse des Zylinders habe. Der Zylinder rolle auf einer hori- 
zontalen Ebene unter dem Einfluß der Sohwere. Die Masse des Zylinders sei m, Träg- 
heitsmoment um die zur Zylinderachse parallele Sohwerpunktachse ©. Man unter- 
suche die Bewegung nach der Laaransesrhen Methode, indem man den Wäle- 
winkel @ als allgemeine Koordinate g einführt. Bei der Berechnung der kine- 
tischen Energie lege man den Bezugspunkt 

a) in den Schwerpunkt, 

b) in den Mittelpunkt 
des Zylinders und überzeuge sich, daß beidemal dieselbe Differentialgleichung 
für entsteht. 

Nach der „Methode der kleinen Schwingungen“ zeige man, daß in der tiefsten 
Lage von 8 stabiles, in der höchsten labiles Gleichgewicht herrscht. 

VI. 5. Ausgleichsgeiriebe des Automobils. Beim Automobil müssen sich in einer 
Kurve die angetriebenen Räder, wenn sie nicht gleiten sollen, verschieden rasch - 
umdrehen. Dies wird durch das Ausgleichsgetriebe (Differentialgetriebe, Fig. 54) 


INN 
R 
NS 
CA 


„he 
EHARROSS 


Fig. 59. Das Ausgleichsgetriebe (Differentialgetriebe) beim Automobil, zugleich Modell 
(nach Borrzuanx) für die Induktionswirkung zweier Stromkreise. Links: Ansicht in Rich- 
tung der Hinterradachse des Automobils. Rechts: Aufsicht auf diese Achse 


ermöglicht. Der Motor treibt das Triebrad (2) an, in welchem die Achse A fest 
gelagert ist. Aufdieser ist das Kegelräderpaar » drehbar befestigt, Es greift mit 
seinen Zähnen in das Kegelräderpaar (w,, ws) ein (Fig. 69 links), auf denen es sich 
bei der Umdrehung von Y abwälet. 

Die Achse der Hinterräder des Automobils ist in der Mitte durchbrochen (Fig. 58 
rechts). Am linken Ende der rechten Hälfte derselben sitzt, fest mitihr verbunden, 
das Kegelrad o,, am rechten Ende der linken Hälfte das Kegelrad &,. Die beiden 
Hälften der Hinterradachse können sich also mit verschiedener Winkelgeschwin- 
digkeit drehen, wobei sie aber durch das Ausgleichegetriebe gekoppelt sind. 
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Man stelle die kinematischen Beziehungen zwischen den Winkelgesohwindig- 
keiten Q,@,o,und@,auf. Dann leite man nach dem Prinzip der virtuellen Arbeit 
die Gleiohgewichtsbedingung zwischen dem auf Q wirkenden Moment M (antrei- 
bendes Moment) und den an o,, @, anıgreifenden Momenten M,, M, ab. 

Wie lautet die Bewegungsgleiohung des Systems! Die Trägheitsmomente von 
(oı). (0) seien ©,, ©, das Trägheitsmoment des Räderpaares (w) um die eigene 
Achse sei ©, das um die des Triebrades 9. Das Trägheitamoment © von Q werde 
vernachlässigt. 

Wird das eine Hinterrad beschleutigt, z. B. durch Verringerung der Reibung, 
so wird das andere verzögert, auch wenn dort Antriebs- und Reibungsmoment 
gleiohbleiben. 
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Die in den Aufgaben vorkommenden Zahlenrechnungen lassen sich fast alle hinreichend 
genau mit dem Rechenschieber ausführen. Auf dieses sinnreiche Hilfsmittel für Über- 
schlagsrechnungen sei ausdrücklich hingewiesen. 


X. 1. Der Beweis, daß v, = u, = v sein muß, kann algebraisch oder geometrisch erbracht 
werden. Im letzteren Fall benutze man v, und v, als rechtwinklige Koordinaten in einem 
ebenen Disgramm. 

1. 2. Die Geschwindigkeit der fortfliegenden Massen m und M ist 

2M » M—m 
Hm be mt 

L. 8. Die Formeln von I. 2 gelten mit Vorzeichenumkehr. 

I. 4. Man überzeuge sich, daß die quadratische Gleichung für F auf denselben Mindest- 
wert u, führt wie die für u. 

Y. 5. Die zu integrierende Differentialgleichung ist 


\ 


MUy—ua=—ımg. 
Mit der unabhängigen Variablen m == m, — at statt $ erhält man: 


N} 

=—al 1— —t)—gt 

v a os ( es ) g 
und durch nochmalige Integration (z ist die Höhe iiber dem Erdboden): 

aM) u u B 1 

1 el -4)) #15 ‚ 
1) r rad Ba Mm, tm a 
Als Probe für kleine & folgt durch Vernachlässigung höherer Glieder in ? 


() = (% en )E ; 
Die Zahlenrechnung mit Formel (1) liefert: 


== 10 30 08 
za 0,54 5,65 18,4 kım 
ar 


1. 6. Wegen der Dichte 1 ist die Masse des Wassertropfens m = 3 r,asodn=4rrdr 


Andererseits ist bei Kondensation (x = Porportionalitätsfaktor) dm = 4 nr? « di} daher dr 
= adi. Die Differentialgleichung lautet in r geschrieben 


d 
ern. 
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Sie wird mit Rücksicht auf die Anfangsbedingung u == u, für r = c integriert durch 
A) 
für c = 0 bzw. u, = 0 wird: 
„12 bzw. 15h). r 


L 7. = sei das jeweils herunterhängende Stück der Kette. Die Bewegungsgleichung 
lautet, wenn man die Masse der Kette pro Längeneinheit gleich 1 setzt: 


Lei) =ztitmgr. 


Da ihre Integration etwas schwierig ist (sie führt nach der Substitution z = Yr auf ein 
elliptisches Integral), begnüge man sich, die Größen 7, V und Q (Cannorscher Energie- 
verlust pro Zeiteinheit) in x, &, 7 auszudrücken und zu zeigen, daß vermöge der Bewegungs- 
gleichung gilt 

E+V+G=0 abo THF+0. 

L 8. Die Bewegungsgleichung lautet !& = gx. Diese lineare Differentialgleichung mit 
konstanten Koeffizienten läßt sich nach (3. 24b) iutegrieren. Die Gültigkeit des Energie- 
satzos kenn man entweder in differentieller Form aus der Bewegungsgleichung oder in 
integrierter Form sus deren Lösung 
x = alert Heret), a® -, a -3- 


ablesen. 

L 9. Die Zahlenangaben der Aufgabe gestatten die Zentripetalbeschleunigung des 
Mondes in m/a zu bestimmen. Den dabei zu benutzenden Wert des Erdradius kann man 
nach der Definition des Meters r = er 10’ m setzen. Das Gravitationsgesetz andererseits 


liefert als Wert für die Zentripetslbeschleunigung g/60%, nachdem man die Gravitations- 
konstante G wie 8. 18 mittels g eliminiert hat. Die beiden so erhaltenen Zahlenwerte stim- 
men hinreichend genau überein. 


I. 10. Man setze die Transformationsformeln für die Koordinaten wie in (2.5), aber mit 
“mb 60 an. Die Komponenten des transformierten Momentes PM’ ergeben sich als 
lineare Ausdrücke der Komponenten von VW: mit Koeffizienten gleich den Unterdetermi- 
nanten des Transformationsschemas. Für letztere gelten die aus den Orthogonalitäts- 
bedingungen zu beweisenden Relationen 


age, a, & 
en- ad. ey Er 
L 
mit eg = + 1, je nachdem das transformierte mit dem ursprünglichen System gleichsinnig 
oder ungleichsinnig ist. 
IL 11. Aus den Gin. (6. 8) folgt [B ist nach Fig. 7 und Gl. (6. 5) negativ]: 
3 
—B [2] 
au GMC“ 


GM 
Daher ist für die Ellipse (a < 2 > |B}, für die Hyperbel (s > 1) 7< 12]. 
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Es bedeutet aber R = G.M/C den Radius des Hodographenkreises, 12] den Abstand des 


Mittelpunktes vom Pol. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung der Aufgabe. 
Wie die Grenzfälle Kreis und Parabel sich einordnen, zeigt die folgende Tabelle, in welcher 


GM 
“til 
die Größe der Geschwindigkeit des Planeten Im Perihel bedeutet. 


Planetenbahn | s \Bl 


Kreis -0 | =0 | Mittelpunkt im Pol = GMC 

Ellipse ii 1 <R | _Hodograph schließt Pol ein <2GHMj/C 
Parabel = R Hodograph geht duroh den Pol =2GMjC 
Hyperbel ! >R Hodograph schließt Poi aus | »>20M/0 


J. 12. In den Differentialgleichungen (6. 4) hat man zu ersetzen GM durch + e'Ejm, 
wobei das obere Vorzeichen (Anziehung) dem Fall des positiven Ions, das untere Vorzeichen 
(Abstoßung) dem Fall dss negativen Iona entspricht. Die Gln. (6. 5) liefern dann bei gleicher 
Bedeutung von 9 wie in Fig. 6 für 9 == 1/2 wegen z = 0, y=— u 


AwmtsEinl, Buy. " 


Dabei geht (6. 6) über in 
u) 


Dies bedeutet, da Ü je nach dem Re der Einschußrichtung von der RER von Bahn 
zu Bahn wechselt, eine Kurvenschar. Um die Enveloppe derselben zu bekommen, differen- 
ziert man Gl. (1) nach ©, Indem man ( aus der differenzierten und der ursprünglichen 
GL. (1) eliminiert, erhält man für die gesuchte Enveloppe 


4eE 
(2) up —2pyY, Pu 
Man beachte, daß die Bahn dee Elektrons jeweils nur aus sinom Hyperbelast besteht, wohin- 
gegen (1) die beiden Äste darstellt, und überzeuge sich — am einfachsten durch Skissieren 
der betreffenden Kurrenscharen —, daß nur im Falle der Abstoßung GL (2). Enveloppe 
der tetsächlichen Elektzonenbahnen ist. 


I. 18. Am einfachsten verfährt man nach der Methode der harmonischen Schwingungen 
in $3 unter 4. -Es ist aber Jahrreich, sich zu überzeugen, daß auch die Methoden von $ 6 
zum Ziele führen. 

L 14. Der hier behandelte Kernprozeß ist kein elastischer Stoß, auch kein unelastischer, 
sonderu ein „überelastischer‘‘ Insofern, als zur primären Energie E die Kernenergie W 
hinzutritt. Die kinetische Energie der a-Teilchen kenn man in der klassischen Form 


E, = + 1, v% berechnen. 


Durck Elimination von v, sus Energie- und Impulsgleichung findet man dann mit Kızos- 
x2& für den symmetrischen Fall 


le 
zn WHE, 


1eV ist diejenige Energie, die das Spannungsgefälle von 1 Volt der Elektronenlsdung 
6 (==1,6 - 101% Coulomb) erteilt, also 16V == 1,6 - 10”1% Joule. 


ı 
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Die Masse des Protons ist m, = 1,65: 10”"” kg, also die des a-Teilchens m, == 6,6 - 10" kg. 
Die letztere benötigt man, um von dem zunächst in Elektronenvolt ausgedrückten und auf 
Joule umgerschneten Werte von E, zu der Geschwindigkeit v, überzugehen. Der a0 gefun- 
dene Wert von v, zeigt, daß der klassische Ansatz für 2, berechtigt war und die Relativi- 
tätekorrektion (G1. 4. 11) unmerklich ist. 


L 15. Aus der zweiten Gl. (3. 27) mit 9, = O und etwa u, = 1 berschnet man unmittelbar 
die kinetische Energie z 3 des gestoßenen Teilohens nach dem Zusammenstoß als Funk- 


tion von x == Mjm, insbesondere ihr Maximum für x = 1 und ihre kleine Ordinate für 
x == 206. Letztere beträgt nur 19 Promille der ersteren. ö 

Von dieser Überlegung ausgehend, hat Fuzmr 1935 seine Methode ausgearbeitet, „ther- 
mische“ Neutronen herzustellen, d.h. langeame Neutronen, die sich durch wiederholte 
Zusammenstöße mit den im Paraflin enthaltenen Protonen thermischer Energie ins Gleich- 
gewicht gesetzt nnd solbst thermische Gesohwindigkeitsverteilung angenommen haben. 


L 16. Die Koordinaten von E sind; 


(1a) ZEUCMU=TrCcBp +E0, 

(1b) y-benu=-raing. 

Die in r, 9 geschriebene Ellipsengleichung (6.8°) wird umgesetzt in 

u) r=-srcap —9, p=all- e)=dia. 
Daraus entsteht mit dem Werte von r cos p aus (la) 

(2) r= -slacau—-eo)-al—- EN) =all — sooau). 
(2) differenziert ergibt 

(8) dr = esaninudu. 


Durch Ditferentiation von (1) entsteht 
pdf = seinpde. 
Hieraua 


(W) Er dr = "dp = Cdt (© Flächenkonstente). 

Diese Gleichung wird durch (1b) und (8) umgeformt in: 
palb)rdu=Üd. 

Ersetzt man hier noch r durch (2), so resultiert 

(65) (l-ecaw)du=ndt mit 

(6) n=Obpa=ljab. 

Die Integration von (8) ergibt schließlich 
w—-ssnu=nt,- 


Die Integrationskonstante verschwindet, weil bei der angegebenen Zeitzählung t = 0 für 
w=0 sein muß. n 6 heißt „mittlere Anomalie‘“ (wie in der Astronomie ebenfalls vom 
Perihel aus gerechnet). Der Name rührt daher, daß die rechte Seite von (6) nach (6.8°) um- 
geformt werden kann in 2/7. 


B 
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IL. 1. Reduziert man j 
Hu tur tur 
6 Frfkueair "T Baalr Ts Baar "a 

vermittels der Bedingung (1) der Aufgabe, ao entsteht 

En oa pr 

(demr+ any +) + in 


&x %y 
daraus, weil $p und öy einzeln gleich 0 gesetzt werden können, 
of 
(2) y— 
und 
(3) elta + =. 


Die letstere Gleichung gilt für jedes y und kann daher nach y differenziert werden. Wegen 
(2) erhält man 


a Ki 
(4 a ae ST Sei 
und bei nochmaliger Differentiation nach y . 
(5) al oay +0 siny=0. 
Aus (4) und (5) folgt , 

g 8 
(6) ee 
Nach (8) ist dann auch 
of 

u) er =0. 


(2), (6) und (7) estzen in Evidenz, daß.es keine von x, 9, 9 y abhängige Bedingung f = 0 
gibt, daß also unser System nicht holonom ist. Beweis von G. Hauet, Elementure Mecha- 
nik, 2. Aufl. Leipzig 1922. 

IL 2. Mau zeichne des Arbeitsdiagramm der Maschine, d. h. die M-Linie und die W. 
Gerade zur Abszisse des Kurbelwinkels zwischen 0 und = und beachte, daß die von der M- 
Linie und der W-Geraden mit der Aches eingeschlossenen Flächen einander gleich sein 
müssen. Dadurch erhält man eine Bezichung zwischen M, und W. Die zu Ymax und min 
gehörigen Winkel , und $, ergeben sich in der Figur als Schnittpunkte der M. und W- 

2 


Linien: ein pAiny-n pm — 9, 9 = 39° 33’ == 0,89 im Bogenmaß. Man be- 


stimme den Unterschied der kinetischen Energie des Schwungrades zwischen den Winkeln 
4, und g, und drückeihn durch 9, u„ und aus. Der für das gleiche Intervall angeschriebene 
Energiesatz liefert dann die Größe des erforderlichen © in der Form: 


W 0,66 
unter W. 
Mit 
Wo 
N-75P8 und n= zu Ujmin 
ergibt sich 
N 
9 43400 zz kp mat 
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IL 8. Wegen der Größe des Erdradius siehe Anfgabe I.9. Für die Ausreohnung der 
Tagsslänge kann Y3r = 5 gesetzt werden. 

IL. 4. Zue). Denkt man sich den Waagebalken festgehalten, 80 hat man nur das Gleich- 
gewicht von Schwere und Trägheitekräften an der Rolle bei einer virtuellen Drehung dp 
derselben (Momentengleichung) zu betrachten. Daraus ergibt eich die Beschleunigung = 
der Gewichte als kleiner Bruchteil von 9. . 

Zu b). Man füge eins virtuelle Drehung des Waagebalkens hinzu. Dabei kommt es auf 
die Momante der Trägheitskräfte um den Drehpunkt des Wasgebalkens an. Ee besteht kein 
Gleichgewicht. Dor Waagebalken schlägt nach der Seite der Wangschale aus, solange das 
Gewicht p fällt. Bei Abschätzung des Übergewichtes darf man den Durchmesser der Rolle 
gegen den Arm des Wasgebalkens vernachlässigen. Man kann unter dieser Vernachlässigung 
auch so vorgehen, daß man die Belastung der Wasgschale mit der Belastung durch Gewicht 
und Trägheitskräfte der anderen Seite vergleicht. 

IL 5. Die Gleichung der zchiefen Ebene sei 
[69} . Fan) =2—ax2— gli) =0. 

& = tan a bestimmt die konstante Neigung a der schiefen Ebene gegen die Horizontale, 
- ft) ist ihr zeitlich varisbler Abschnitt anf der x-Achss, Die Laczangzschen Gleichungen 
erster Art (12. 9a) liefern 
@) - im—ia, i=1-. 

Um hierin A zu bestimmen, differenziere man (1) zweimal nach t, wobei entsteht: 

(3) z—ai= öl). 

Einsetzen aus (2) in (8) gibt A, worsnf die Integration von (2) leicht auszuführen ist. Mit 
den Anfangsbedingungen & == 2 == 0, 2 == x, 2 == 2, für $ = 0 erhält man 


fi 
le +). 


1 e 
2470 .2)- 
Daraus fürö = +9 
zn —eintagt ’ un +m2ugt 


und für ® mg ” 
a 
zn, Z=n—j70 
wie beim freien Fall. Nur unter der letzteren Annahme ist A = 0, sonst wirkt A als Druck 
gegen den abgleitenden Körper und leistet Arbeit. 

Die Anfgebe laßt sich ohne Einführung von A nach dem p’ALzmenrrschen Prinzip lösen. 
De die Zeit nicht zu variieren ist (8, 59), gilt für die virtuellen Verrückungen gemäß (1) 
öz = aöz. Nach dem p’ArumzeBrechen Prinzip folgt dann 

s+gr2a=0, 
welche Gleichung zusammen mit (3) direkt & und 3 zu berechnen gestattet. Man sieht an 
diesem Beispiele, daß die D'’ALuMBERTSche Methode direkter und einfacher zum Ziel führt 
ala die Lacranazschen Gleichungen, die ihrerseits den Vorteil haben, die auftretenden 
Druckwirkungen quantitativ zu bestimmen. 

XL. 6. In $11 unter Nr. 1 worde das p’Arumsxarsche Prinzip angewendet, um die Be- 
schleunigungsgleichung eines unter dem Einfluß eines äußeren Kraftmomentes sich drehen- 
den Systems abzuleiten. Dabei wurde eine virtuelle Drehung dp um die Drehachse benutzt, 
die-weiterhin ala x-Achse gewählt werden möge. Es kam nur auf die tangentialen Trägheits- 
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widerstände an, da die normalen Trägheitswiderstände == Zentrifugalkräfte bei der Dre- 
hung da keine Arbeit leisten. _ 2 

Jetzt handelt es sich um die Besnspruchung der Lager A, B bei der gleichförmigen Dre- 
hung bzw. um deren Reaktionen Y,®. Dabei kommt 2s gorade auf die Zentrifugalkräfte an, 
während die tangentiellen Trägheitswiderstände bei gleiohförmiger Drehung fortfallen. 
Führt man die virtuellen Parallelverschiebungen öy, öz aus, so werden die virtuellen Ar- 
beiten gleich dem Produkt aus öy, öz in die Summe der y- und s-Komponenten der Zentri- 
fugalkräfte der einzelnen Massenelemante 

dmyat, dmza!. 
Daraus folgen durch Integration die Komponenten Y und Z der gewöhnlichen Schleuder- 
bewegung der Gessmtmasse m, die man sich im Bohwerpunkt konzentriert zu denken hat. 
- Führt man andererseits virtuelle Drehungen um die y- und z-Achse vom Betrage dp, 
und ög, aus, so entstehen die virtnellen Arbeiten 
—öp,Sdimzzat und I jdimzyar. 
Bie entsprechen den Momenten 
Mm 0,0 und Di, 9,08. 

Zur Bestimmung der Legerreaktionen X und % lege man das Koordinstensystem zyz 
etwa in das Lager A, bezeichne den Abstand der beiden Lager mit } und die 8 
koordinaten in der y- und z-Richtung mit und{. Man hat dann zur Bestimmung der vier 
Unbekannten X, %, und B,, ®, die zwei Komponentengleichungen 


(ı) Ltd —mnat, 
+ = — ala 
und die zwei Momentengleichungen 
(2) 8, u — 9,08, 
I, = — 0,,08. 


Es ist klar, daß diese periodisch veränderlichen Lagerresktionen in der Technik uner- 
wünscht sind; zu ihrer Vermeidung ist nioht nur erforderlich, daß der Schwerpunkt auf 
der Drehachse liege, 7 == £ == 0, Gl. (1), sondern auch, daß die Drehachse eine Hau 
der Massenverteilung sei, ©,, = O,, = 0, Gl. (2}; vgl. hierzu Kapitel IV, $ 22, bei GI. (15a). 
Die Erfüllung dieser zweiten Forderung ist ebenso wichtig wie die der ersten. Man nennt 
die Erfüllung beider Forderungen das „„Answuchten.des Drehkörpers“. 


IL 7. 8 sei die Spannung dez Fadens, z seine jeweils abgswickelte Länge. Dann gilt: 


Während a) Bo=mßr, Sumß—2). 
3 und £ sind positiv; wegen 4 = ro wird 
“ . Sn 
[63] ieröm og: 
ng 
(@) Bu ; Pr 
+5 
Während b) 


Die Drehung @ behält ihren Sinn bei. Das Drebmoment der Fadenspannung wirkt om 
entgegen. Z wird negativ, und man hat 
gr 


(2) im—ru, im rd tg 


(4) Bm 
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Die Fadenspannung ist in beiden Fällen «) und b) dieselbe und zeitlich konstant; wie ist 
kleiner als das Gewicht des Botati 
In dem Zwischenstadium [zwischen s) und b)] spürt man sinen merklichen Ruck in der 
Hand, der dem Übergang von der positiven Bewegungsgröße m & in die negative entspricht; 
in diesem Intervall wird 8 größer, als Gl. (2) angibt. \ 
II. 8. Die Bedingung des Abspringens ist nach (18. 7) 
im=0 oder N =0, 
also wird nach (18. 6) j 
2 m. ri ri 
0) ngT-— Teärysten. 
Nun ist für jede Bahn auf der Kugel 
zatygt22=0, ae zart 
daher kann man statt (1) schreiben 


(2 
o ann. 


Die rechte Seite ist verschieden von der Zentrifugelkraft in der Bahn, weil letztere in 
unserem Fall keine geodätische Linie iat, entspricht aber nach denı Mavanrunschen Satz 
in $ 35 der Projektion dieser Zentrifugalkraft auf die Normale zur 

Nach dem Einergiesate ist 


(8) Buu—2rl-n). 
Gl. (2) kann daher in die Anfangsdaten vu, 2, folgendermaßen umgeschrieben werden: 


v 
0) mit =inth), 


wo A, == v3/2 9 die v, ontaprochende Geschwindigkeitshöhe ist. 

II. 1. Bei nahezu senkrecht herabhängendem Pendel sind die Koordinaten x und y 
kleine Größen erster Ordnung. = ist gleich — I bis auf kleine Größen zweiter Ordnung. 
Deshalb gibt die dritte GL. (18. 2) bis auf Größen zweiter Ordnung‘ 


a) am, 


und die beiden ersten Gin. (18. 2) definieren wie in Aufgabe I. 13 eine harmonische Ellipsen- 
bewegung von der Kreisfrequenz 


2x g 
(@) um —-/T: 


Für die Flächenkonstante der Ellipsenbewegung gilt nach GH. (18. 3) 


Irab = I 10. 
T [ 


(3) C=- 


Bie ist, wie die Ellipseniläche, von zweiter Ordnung klein. 

Nach Einführung der in Fig. 28 angedeuteten Polarkoordinaten 9, 9 ist die Ruhelage 
des Pendels gekennzeichnet durch 9 =, Gibt man der potentiellen Energie 7 in ihr den 
Wert Nu), eo schreibt sich der Energiesats 


X) WeT+P=ZDA— og mgil +0) =mgEW 
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und der Fläohensatz 
(6) y CmPsndo,. 


In der Lotebweichung (r — #) < list sin # von 1. Ordnung, (1 + 008 ®) von 2. Ordnung 
klein. Dementsprechend sind such W’ und O/®« von 2. Ordnung klein. Es ist für das 
Folgende zweckmäßig, an Stelle der Winkelabweichung von der Ruhelage die (in ihr von 2. 
Ordnung kleine) „Kosinusabweichung vom Wert (—I1)‘ einzuführen und 'zu setzen 


(6) n=1l+osd, dg=—uinddd, sintd=2n(1—n/2). 
In den Variablen 7 und 9 folgen aus dem Energiesats 
Feige ln) — 8 


str nn or Un) — np 


dd) AN — = Fd— nid, 


wenn men W” = W' — OM/(BgP) sotzt und das letzte, von 4. Ordnung kleine Glied gegen 
die beibehaltenen Glieder von 2. und 8, Ordnung vernachlässigt. 


Man schließt weiter suf 
(s = YA) U — min. \ 
Aus dem Flächensatz folgt aber 
0) 9= Brain, 
woraus die Beziehung folgt 


1: 
ein —En 
and durch Separation der Variabeln 


0 dy 4 dy 8 dn 
(10) = ———  — -..-——-+0-.—|. 
2Pnyrma—sna 27 E Fa) % YFm 
Wir integrieren diese Beziehung über eine volle Pendelschwingung, die aber die Variable 7 
zweimal von der Minimalabweichung r, zum Höchstwert 7, hinauf- und wieder herunterführt. 
Dabei hat die Bahn einen vollen Umlauf der Koordinate p vollführt, bei welchem 
ar) $dp = 27 +4p 
mit Ag als Vorrückung pro Periode. 
Die in (7) definierte Funktion F ist gemäß 
g 
Fr =47 In) (m — m] 


nur solange positiv, also die Wurzel nur so langereell, wie 3, 5 7 S 7. Durch Vergleich 
mit (7) findet man für die Wurzeln 7,7, der Gi. Fin) = 0: 3 


[23 ö a 
(12) ntm-W", nn 7,B° 
Für die Integration von (10) iat os zweckmäßig, noch eine weitere Veriablentransformation 


durchzuführen: 
Es sei 


(18) dry = m Beinvde. 


ı 
Pu Boow' 
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Daraus folgen 
ı 1 1 a 
HA=T,E für ym0, »A=T7ZH für ex und NAT HH" Tgn' 
fi ı ı ı ı 4gn? B!sin? v 
ee) vn aa I)” KA—Bn ' 


Damit wird aus (10), (11): 
c id 3 d 
ae 127 a3) | 


| re ra. 


wenn man von der Formel 
” 


dv Ei; 
A+Bosr " Yan 
Gebrauch macht. 
Die Vorrückung Ay = I. OJYF7 int aloe in erster Näherung klein von der Ordnung 1 
und beträgt 


(15) =’ (o V,)- an nach (ee 


KL. 2. Man beweist die erste bzw. zweite Behauptung der Aufgabe unmittelbar duroh 
Differentistion der GI. (19. 10) für |C| bzw. durch Ditferentistion von |O] © nach @. 

II.8. Wenn man die Proportionalitätsiaktoren des Dämpfungsmomentes und des 
rückwirkenden Momentes mit 2 eg © bzw. mit w} ® bezeichnet, so erhält man als Bewegungs- 
gleichung des Galvanometers direkt GI. (19. 9), aber mit konstanter reohter Seite C' und 
mit a statt x geschrieben. Man passe die Konstanten a, b der allgemeinen Lösung 


a=0 + 0-2t(s fol — gt +beinyoi— gt) 
den Bedingungen x == & = 0 für i = 0 und die Konstante C der Bedingung = = au für 
dam co an. 

Im Falle a) erhält man einen Übergang mit abnehmenden Oszillationen, im Falle e) einen 
monotonen Übergsng in die Endlage. Den Fall b) behandle man als Grenzfall von a) oder e), 
wobei ein säkulares Glied mit dem Faktor $ auftritt. 

DIL 4. Das D’Armuseersche Prinzip (x, y = Koordinaten des pendelnden Massenpunk- 
tea, y positiv naeh oben gerechnet) verlangt bei Aufgabe u) 


a) Ze +itNdy=0. 
Die Bedingungsgleichung ist 

2) B-O4+P=P. 

Ihre Variation liefert (f und daher auch £ wird nieht variiert!) 
(3) «— dx + yöy=0. 


Durch Kombination von (1) und (3) erhält man 
ww ve—e—HWrN-t. 
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Wenn man (2} zweimal nach & differenziert, ergibt sich eine zweite Gleichung für & und 5, 
welche zusammen mit (4) die exakte Differentislgleichung des Problems liefert. 

Zu den kleinen Bohwingungen übergehend, beachte men, daß 2 — £ eine kleine Größe 
erster Ordnung ist und daß nach (2) bis auf kleine Größen zweiter Ordnung gilt y = — I. 


Daher sind auch j und 5 kleine Größen zweiter Ordnung. (4) geht daraufhin über in \ 


( lE+@—9g=0; 
mit z— & = u erhält man die inhomogene Pendelgleichung “ 


(6) + um, 


in der elso — m£ als anregende Kraft wirkt. Die Integration erfolgt nach 8.89. Die 
in der Aufgabe hervorgehobene Phasenbeziehung zwischen der Bewegung des Aufhänge- 
und des Massenpunktes entspricht der Fig. 31. Mau versäume nicht, den Versuch mit einer 
Schnur zu machen, deren unteres Ende ein Gewicht trägt und deren oberes Ende mit der 
Hand in horizontaler Richtung hin und her bewegt wird. Bei schneller Bewegung (oberhalb 
der Resonanz) ist die gegensinnige Bewegung beider Punkte eindrucksvoll. i 

Nach dem Verfahren der LagBangsschen Gleichungen erster Art schließt man aus der 
Lagsasasschen Gleichung für y auf A = -7 bis auf kleine Größen zweiter Ordnung und 
aus der x-Gleiohung auf Gl. (5). i 
Bei Aufgabe b) bleibt (1) erhalten. Die Bedingung (2) heißt jetzt 

’ 


7 ary—=P. 
Ihre Variation liefert statt (4) 
(8) W-mi—zirN-t. 


Behandelt man x als kleine Größe erster Ordnung, so ergibt (7) bis auf Größen zweiter 
Ordnung 5 


(0) yv-ı-—ı, j=-j. 
Dadurch geht (8) über in P 
(10) + lem. 


Dasselbe folgt aus den Laaranceschen Gleichungen erster Art, da die y-Gleichung in der 
Näherung (9) den Wert = 

+9 
a Am 7 


liefert, wodurch die #-Gleichung mit (10) identisch wird. 

Bei konstanter Aufwärtabeschleunigung des Aufhängepunkts mit -+ 9 acheint somit die 
Schwerkraft verdoppelt, bei Abwärtsbeschlennigung mit —'g aufgehoben. Dies hat, zu- 
sammen mit der (leichheit der schweren und trägen Masse (S. 17), jene Äquivalenz von 
Schwere und Beschleunigung zur Folge, welche die Grundiage der Einsteinschen Uravi- 
tationatheorie bildet. Für j; > — 9 folgt aber aus (10) die Schwingungsfrequens » — 0. 
Im Cirenzfell » = 0 setzt eine relativ zum Aufhängepunkt umiaufende ebene. Kreisbewe- 
gung ein, die nur bei Anfangaruhe stilisteht. ; 


IIL 5. Das Gleichgewicht der Spannungen an der Stelle CO und D ver! 


BE So al 2 2-3 Duo a. 


also wegen Gl. (1) der Aufgabe mit a, 47 0% Se, 


0) amt +), am=eltan)u— a 
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Wegen der vorausgesetzten losen Kopplung sind c, und o, kleine Zahlen, so daß man sie 
roohterhand in (4) streichen kenn. Durch Auflösung nach z,, x, ergibt sich dann 


2 1 
zezhntyg2 
() \ ı 
Keys tyzam 
und durch Einsetzen in m 


1 
+20) az, ana. 


(6) 
ı 
+ Zu- Anz aun-an. 


Diese simultanen Differentialgleichungen sind ebenso zu behandeln wie (20. 10), dabei 
ergibt sich die Bedeutung der dort eingeführten Größen &,, 134, k,, k, für die jetzt betrachtete 
Anordnung durch Vergleich mit den vorstehsnden Gln. (6). 


II. 6. Die Einwirkung von m auf M wird durch kX —.o), diejenige von M auf m 
durch k= — X) dargestellt. In den so sntstehendsn zwei simultanen Differentialglsichun. 

- gan für X und z setze man X = 0. Es zeigt sich, daß die gesuchte Bedingung für das 
slleinige Mitschwingen von m gegeben ist durch die Resonanzforderung: Die Kreisfregquenz 
der Eigensohwingung des Systems (m, k) muß übereinstimmsn mit der Periode & der äußeren 


. Man benutst eine derartige Anordnung in der Technik als „Schwingungstilger‘‘, um z, B, 
bsi einer Kurbelwelle mit Schwungrad, die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit @ um- 

läuft, die Schwingungen von der Welle auf den damit gekoppelten Sohwi 

(in diesem Falle ein ebenfalls umlaufendes, drehschwingungsfähiges Organ) zu übertragen. 

Die Winkelkoordinate der Umdrehung tritt dabei an die Stelle der Koordinate x unserer 

Aufgabe. 

IV. 1. Trögheitsmomsnts von ebensn Massenverteilungsn spielen in der Elsstizitäte- 
theorie (Bd. IT) bei der Torsion und Biegung von Balken eine Rolle. Wegsn rt = A + y! 
bat man 

Yu Sridm = SAdm + Sydm = du + O5. 
Bei den elastischen Anwendungen ist die Masse gleichmäßig mit der Dichte 1 über den 
Querschnitt des Balkens verteilt zu denken, so daß dm = d/ = Flächenelemsnt wird. 
Für die Kreisscheibe vom Radius a und die Fläche # = x z# erhält msn daraufhin 


on [ra=ın [ann se und daher ,=0,-i70. 


m: Man überzeugo sich an Handıder Figur 53, 8. 173, wie die Drehgeschwindigkeite- 

pfeile liegen, die durch 8, 9, $ bezeichnet werden, und projiziere diese Winkelgeschwindig- 
keiten dann auf die jeweiligen Koordinatenachsen. 

IV. & Indem wir die Größenverhältniess der drei Hauptträgheitemomente bis zum 
Schluß offen lassen, umfassen wir mit ein und derselben Rechnung die drei Fälle: A größtes 
oder kleinstes bzw. mittleres Hauptträgheitsmoment. 

IV. 4. Der Stoß 8 erteilt dem Ball (Radius a) einsn Translations- und zugleich einen 
Rotetionsimpuls 

a) Mvmä und (2) 90mäh, 
» int die Höhe des horizontal geführten Queuss über dem Mittelpunkt des Balles, 
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Die Achse von & steht zur Mittelebene senkrecht. Die Umfangsgeschwindigkeit im 
tiefsten Punkt % liegt in der Mittelebene und ist = oa. Dies gilt nicht nur für == 0 
(Zeitpunkt des Stoßes), sondern auch für > 0. 


Da nach (11. 124) = 2 Matint, 00 wird wegen (8) und (1) fürs = 0 ä 


(8) ZMaumShmMoh. 


0 = u bedeutet reines Rollen und verlangt nach (3) A = 4-4, Man beachte, daß « dabei 
im entgegengesetzten Binn zu v positiv gerechnet wird. Bei hohen Stäßen A > 4a int die 
Gleitgeschwindigkeit «— v des Berührungspunktes zwischen Ball und Tuch > 0. und 
entgegengesetzt zu v, die Reibung also gleicbgerichtet mit u von der Größe Mg. Ihr 
Moment um den Mittelpunkt / M g a wirkt der Drehung & entgegen. 

Bei tiefen Stößen ist: die Reibung umgekehrt gerichtet. Allgemein hat man für 1 >06 
(oberes Vorzeichen hoher Stoß, unteres Vorzeichen tiefer Stoß) 


03} vu +fg, 
(6) . de Fire. 


Grephische Diskussion: Man zeichne # und « als Ordinsten zur Abazisse 8; bside werden 
durch gerade Linien dargestellt, die sich sowohl bei hohen, als bei tiefen Stößen schneiden, 
Im Schnittpunkt tritt mit % = v reines Roilen ein. Die u- und v-Linien laufen weiterhin als 
zusammenfallende horizontale Gerade. Der Abszisse des Schnittpunktes ist 


6h—20 8 

7a fjgM 
[Bei tiefen Stoß ist das Vorzeichen des ersten Zählers negativ, ds A dann zwischen — @ 
und $ a liegt; das negative Vorzeichen vor der rechten Beite von. (6) is daher nur schein- 


ber.} Die Geschwindigkeitesunahme bzw. -abnahme bei hohen bzw. tiefen Stößen ist 
Au + fgr. Die Endgeschwindigkeit des reinen Rollens wird 


Sh+ra 8 
ITS H 


also proportional zur Höhe A -+ a des Treffpunktes über dem Tuch, 

Theorie der Nachläufer. Der hochgeatoßene Ball trifft einen zweiten Ball zentral während 
des Zeitintervalla # < 7, wo u> u. Die Werte von u und v beim Zusammenstoß seien 4, 
und x. », wird auf dan zweiten Ball übertragen. Der erste wird nach (4) vonv=Oan 
beschleunigt. Sein « nimmt nach (8) von t%, aus ab. Eine neue Figur zeigt, daß oa einen 
Schnittpunkt gibt, bei dem reines Rollen eintritt. Akasisse des Schnittpunktes bzw. 
Geschwindigkeit des reinen Rollena 


(6) mr 


! 2 2 
MN ner u-lon-Ti- 


Theorie der Zurückzieher. Der gestoßene Ball trifft den zweiten Ball wieder im Intervall 
&<r, wobei aber jetzt u < u, Bei extrem tiefen Stößen, die wir voraussetzen wollen, 
ist « sogar negativ (hat dieselbe Richtung wies). Die Werte von « und u beim Zusammen- 
stoßen seien u, und v,. Wieder wird v, auf den zweiten Bell übertragen. Der erste wird 
nach (6) von u, = O an im negativen Sinn beschleunigt. Er läuft zurück. u wächst nach (5) 
vom negativen Anfangswert u, in positivem Sinn an, d. b. verkleinert sich seinem Absolut- 
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wert nach. Die beiden Geraden für # und « schneiden sich (neue Figur). Als Abszisse des 

Schnittpunktes und als Endgeschwindigkeit des reinen Rollons berechnet man stett (7) 
2 hol 2 

@) a7, Merkel. 

IV. 5. Das Queue werde nicht wie in IV.3 horisontal geführt, sondern bilde einen 
Winkel mit der Horizontalebene, wobei das Queue den Ball offenber, wie hei den früheren 
„hohen Stößen“, in einem Punkte der oberen Hälfte trifft. Legt man die z-Achse in die 
Horizontalkomponente des Stoßes und die z-Achse in die Vertikale, so werden die Kompo- 
nenten des Stoßes 8: (9,, 0, 8,) und die Komponenten des Stoßmomentes N in bezug auf 
den Mittelpunkt des Balles (zugleich Anfangspunkt des x y z-Systems) i 

N,uyd, Nmwıd,—29, N=—yS,. 
Bier sind xyz die Koordinaten des Treffpunktes von Queue und Ball. Den N, N, ent- 
sprechen die Winkelgeschwindigkeiten 
5m, „_: 
. MY’ Yu 
Die zugehörigen Umfangsgeschwindigkeiten am untersten Punkte P des Balles sind 
a) wm——1, Ya +2üg- 
N, und o- interessieren nicht, weil eie keine Gleitung von P hervorrufen; sie erzeugen nur 
eine zu vernachlässigende „bohrende‘* Reibung. Die Gleitung von P am Tuch habe die 
Komponenten 
(2) tm — 00, y—üyaı— glina. 
Bie bewirkt eine Reibung R, die den Winkel -+ « mit der z-Achse bildet und die Größe 
{gM hat. Ihr Einfluß auf Translation und Rotation wird für #> 0 bestimmt durch: 


Fr, 
Ma 


Yum RB, Miyw By, 

0o,=aR, O9ym—ıR,. 
Daher R * 
(3): ym—fgona, oym—fgeina 


und mit Rücksicht auf (1) und (2) 
“ we—ttgine, m —girme: 


rn d 
in len) = igone ’ 


(8) d 7 
y—hm—zlein)m=—nigeine. 


Aus den beiden letzten Gliedern der Gln. (5) folgt durch Auflösung nach & und 0: 

1.&=0. Die Reibung hat konstente Richtung; de sie anch konstante Größe hat, 
wird die Bahn des Ponktes P in der Horizontalebene eine Wurfparabei, Die Achse der 
Parabel ist parallel zur Anfangsrichtung a der Gleitung, die aus den Komponenten von 8 
und N zu entnehmen ist. i 


R 7 7 2 
2. = —zin ema—zist, gmtliteren tz 


@u int die Anfangegröße der Gleitung, die ebenfalls aus 9 und N bestimmt werden kann. 
Für 4 > ist Gleitung und Reibung dsuernd Nuli. Der Ball rollt geradlinig in der Tangente 
an die Parabel weiter. 
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V.1. Sei p die momentane Verdrehung der rotierenden gegen die feste Ebene. Wir 
setzen: i l ; 


() rs t+iymlltinee. 
Zweimalige Differentiation nach 3 liefert mit 9 = @: 
(2) E+igm EHI Hi HI HIN ar lE+im}ele. 


& + in ist’der von der rotierenden Ebene aus beurteilte Vektor t, £ + if = seine ebenso 
beurteilte Geschwindigkeit usw., i(& +17) = (£ + 19) ol"/® ein dasu senkrechter Vektor, 
so daß wir schreiben können: . 

6) Biol+ij)=2[laxil, io@+im)=laxt, 

wobei ala Richtung des Vektors & einngemäß die Normale zur komplexen Ebene zu denken 
ist. Die von der festen Ebene aus beurteilte Geschwindigkeit x + i 4 nennen wir wie 8. 145 
iv; für die auf die rotierende Ebene bezogenen Größen behalten wir die in (3) benutzte 
Bezeichnung durch Punktierung bei. (2) geht dann über in die folgende, zu (29. 4) analoge 
Gleichung: i 
(6) w- (it +2[öxi] + [ax —atr}ele. 

Ist = 5, +19, dienufdie feste und ® = + i 5, die auf die rotierende Ebene besogene 
Kraft, so gilt entsprechend . 


(6) j Guter, 
Aus m ib = % folgt dann nach (4) und (5) 
(6) m(i +2[axt]+ ax)—omd. 


Hiermit sind die in der Aufgabe verlangten Zusatakräfte bestimmt. ‚Insbesondere erkennt 
man in dem zweiten Term links wieder die Oonioziekraft. 

Wir haben diese Aufgabe sbsichtlich in komplexer Schreibweise behandelt, um zu 
betonen, daß zweidimensionale Vektoren am besten durch komplexe Variable dargestellt 
werden. . i 


v. 2, Die Ebene, in der die Gerade rotiert, sei als z, y-Ebene gewählt; z-Achse horisontal, 
y-Achse senkrecht nach aufwärts, p = wt sei der Winkel der Geraden mit der x-Achse. 
Man kann diese Aufgabe auf die vorige zurückführen, wenn man mit der rotierenden Gera- 
den eine vertikale £, n-Ebene fest verbunden denkt, die sich also gegen die x, y-Ebene mit 
der konstanten Winkelgeschwindigkeit @ dreht. Dabei ist es bequem, die £-Achse in die 
rotierende Gerade zu legen. 'Man muß dann aber, damit der Massenpunkt dauernd auf der 

‚&Achse bleibt, eine Zwangskraft in Richtung der n-Achse ausüben. Als äußere Kraft 9 
wirken slso hier die Zwangekraft, die wir mb nennen wollen, und die Schwere mg. Der 
Beitrag der letzteren zn ® ist nach Gl. (5) der vorigen Aufgabe — img er. Im ganzen 
hat man also : . 

Gud+iDd,=— mgeinws—imgenws-timb. 


In G1.16) der vorigen Aufgabe kann man t = & und wegen (3) daselbst 2 [@xt] =2im£ 
schreiben; ferner ist & = OÖ zu setzen Man hat also i 


() ! + 2iof—ot = —mgsinas Hi —g swf). 
Der reelle Teil hiervon liefert : E : 

(8) g—alfm—geinwt, 
eine.Differentialgleicbung, deren Lösung 


“ 


(3) r= Acohas + Beinhos + Zugeinwt 
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ist. Durch Nullsetzen des imaginären Teiles von (1) erhält man die in der Aufgabe an- 
gegebene Peeiehung zwischen Zwangskraft, Schwere und CoRıorıskraft, nämlich; 

(4) bugomitr2me. 
8. a) =, + iy, bestimme die Lage von O in der x, y-Ebene. Dann ist 
r ariy=lurinele, 
Mi. arip=fütiitiolutio)}eir. 
x + iy bestimme die Lage von 8 in der x, y-Ebene. Man hat 
zriymatiptaer, 


a ztiy=(u+ivt+imaa)eie, 


(2) E+tijm(i tiv +ios +tiols $Hie)—wa)ele, 
Der äußeren Kraft R entspricht in der x, y-Ebene die komplexe Größe 
) Gm Riele, 


Der Sohwerpunkteate & + ij = $/.M liefert nach (2) und (2') 
His tioctiale +Hi—aa=i 
oder, in Komponenten aufgelöst: 


(3) “—-or—ola=d0, 

2 R 
(4) s I +aastmu= 47. 
Dazu kommt wegen des Flächensatzes (Impulsmomentengleichung): 
(6) | 6ow=—Ra. . 

b) Die Bedingungen v m 0, & = 0 vereinfachen (3) und (4) zu 
oe . 
(3) a—- am, 
(#) i satau-f. 
Die Elimination von R aus (4’) und (8) liefert 
(6) welt ya)taum0. 
Man setze © = M b* (b = Trägheitsarm) und 
ba 

(7) Belta>i 
wodurch (6) übergeht in: 
(6') MoaatwumO. 


Nach Integrstion der simultanen Gin. (3°) und (6’) ist R bestimmt durch (#’) oder (8). 
ec) Elimination von « aus (3’) und (6’) gibt 
do 


ri, 
18) Lern [") 


16% 
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Diese Gleichung wird nach Multiplikation mit &/@ integrabel und liefert (c ist die Inte- 
grationskonstante): s - i 


„(l=ne-e, 
[0%) i kü=maYpe—a. 
Man schafft die Quadratwurzel fort, wenn man setzt: 
10) i am kocosy. 
Dann wird aus (9') bei entsprechender Wahl des Vorzeichens der Quadratwurzel in 9): 
(20) Gaccoy 
oder 
BEER. ’ 
e any 


Somit ist anch y als Funktion von t bestimmt, Durch y drückt sich © nach (10), » und Z 
nach (6’) und (4') folgendermaßen aus: n 
(12) wmaloeny, 


a2) Bm Form Hannty. 

Die Integration ist damit erledigt. 

Der Vergleich von (10) und (10') liefert noch wegen @ = $ die Bexiehung: y = p/k. 
Unser Hilfewinkel y ist also dem Drehungswinkel y 
(18) v--, 
E da die Integrationakonstante bei entaptechender Wahl der noch willkörlichen z-Achse zu 
Null gemacht werden kann. 

& Aus (1') folgt für u = 0 

Eritrea, 

(14) 7 Marne Zehen zer. 


Diesist aber wegen (10) und (12) 
(15) 7 Harry +) m konst. 
e) Nach (1) und (19) ist 
& = akkosinyconp, jeaMceinysinp, 
daher auch wegen (10°) und (13) 
das de 
(16) ee dp maktenyeinp. 


Ans (11) lest man ab: 
e fürya 0 istsm0O, 


für y = +7 ti=to. 
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Die ganze Bahn verläuft zwischen — n/? <y< +7 ,-b7<p< +47. 
Bei 4 = 0 tritt eins Spitze auf; os wird nämlich nach (16) wegen y u 0, p = 0: 


nn Eu 
—— 0; dagegen dp und rt 


die Spitze hat eine zur x-Achss parallele Rückkehrtangente. 
Bei 4 = + 00 verläuft die Bahn asymptotisch; 9 wird nämlich stationär, da nach (16), 
allgemein gesprochen, gilt: 
Bu WR. PERRRORERR 


dp 
ds gleichzeitig aus (14) folgt 


liegen die Asymptoten symmetrisch zur z-Achse unter den Winkeln -+ 17, wie Fig. 58 
von 9, 224 für k = 1,5, 2, 3 zeigt, 


YL1. Wenn « im Sinne der Fallbewegung, also positiv nach unten gerechnet wird, 
ist 7 = —mgas. Die Anfangslage # = 0 für $ = OÖ liegt: höher als die Endiage z == 2, für 


tm. 
a) Man erhält mit a= 4g# 


&ı 
fra [ver+- Lola zart. 
b) Beie = ct muB o so gewählt werden, daß für i mh, 
un äin; abo wird om Fi. 
Damit findet man 
fen Eli] emnttlantern. 
Anders bin = fa = ft 


fe [ist IE ntmeg; ola- me. 


Während wir im Hawrurouschen Prinzip nur unendlich wenig differierende Bahnen zum 
Vergleich heranziehen, weichen die Bahnen von b) im Phasenraum‘ der q, 7 (hier 5, #) von 
der wirklichen Bewegung a) um endliche Differenzen ab. Deasenungeschtet zeigt sich auch 
jetzt, daß der Wert des Haxızromsohen Integrals bei a) kleiner ist als bei b): 

ET ET EB 

Es Wr Ba 3 
und zwar für beliebige Längen der Bahnen, waz im allgemeinen (vgl. 8. 184) nicht der Fall 
zu sein braucht, 
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VI. 2. Seien %n wie in Aufgabe V. 1 die in der rotierenden Ebene gemessenen Koordi- 
naten; sei u = (£,5j) die Geschwindigkeit, relativ zu dieser Ebene gemessen. Dann ist 
die Geschwindigkeit gegen die foste Ebene 

D=u+9, belaxt], 
vgl. z.B. 8.122, erste Zeile der dortigen Tabelle. Daher bei Zerlegung in Komponenten 
myei—on, ment, 
pre +i +20 at. 
Hieraus folgt mit 7 = m |to|/2 
der d; Br x 
gzrtrze—unmmt—aon—un, 


ug 
der dd e 
7 ” et 
FT 7 a u u Z 


Sind ©, ©, die nach den beweglichen Achsen & 9 genommenen Komponenten der äußeren 
Kraft %, so erhält man als Lagnanazsche Gleichungen: 


me— 205 -on—att) m, 
alnr2astrat—ortn) = d.. 


Dies stimmt mit Gl. (6) in V. 1, wenn man sie in Komponenten zerlegt, genau überein. ° 
Bei der in Aufgabe Y. 2 behandelten rotierenden Geradführung ist 


„dwirrta 


® di“ 


’ R dal : 
mr, r a, I-Z et +ra—mgreinat, Fri ue 


ob 
=. mrat— mgalnwt, 


Die darsus entstehende LaoraxgEsche Gleichung ist mit der GI. (2) in der Erläuterung 
zu V.2 identisch; sie fübrt unmittelbar zur dortigen Lösung (8) der Aufgabe, ohne daß 
man von Coriotiskräften u. dgl, zu sprechen braucht, allerdings auch ohne daß man etwas‘ 
über den Führungedruck erfährt. ; 
VL. 8. Die in GI. (4) der Aufgabe fortgelassenen und durch Punkte angedeutoten Glieder 
sind . ö \ 
Ä 

I\. 7 E\oo0, 

(1 +5) und -z{1 er z 
eie würden nach Multiplikation mit dem vor der { } stehenden Faktor bei der Differentistion 
nach i Glieder zweiter oder höherer Ordnung in den £ n £ oder ihren Ableitungen ergeben. 
Zu den ausditferenzierten GIn. (5) und (6) ist za bemerken, daß hier Glieder zweiter Ord- 
nung wie &, & & usw. natürlich fortgelassen sind. Es ist bemerkenswert, daß dabei zugleich 


der Erdradius R aus den Resultaten herausfällt. In GI, (6) würde zu dem hingeschriebeuen 
Gliede ein Term in ©* hinzutreten, nämlich i , \ 


= Rain dos 68, 


welcher offenbar die &. Komponente der gewöhnlichen Zentrifugalkreft bedeutstz die ent- 
sprechende £-Komponente würde in 87/d£ auftreten. Diese Terme sind aber fortzulassen, 
weil sie in der effektiven Fallbeschleubigung g, GL. (30. 1), bereits berücksichtigt sind, 
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Im Falle des Fovoaurrschen Pendels muß man ersichtlich nicht die gewöhnliche 
Form (34.6) der Lacranagzschen Gleichungen benutzen, sondern den gemischten Typus 
(34. 11), mit Rücksicht auf die Bedingungsgleiohung (31. 1), 

Übrigens bemerke man, daß wegen der Definition von 7 und ys in (1) und (2) unser 
Problem bereits zu der 8.192 gekennzeichneten zeitsbhängigen Klasse von Aufgaben 
gehört. . 

VL 4. Der Schwerpunkt beschreibt eine „‚ubge£iachte‘‘ Zykloide in einer zur Zylinder- 
achse senkrechten Ebene. Ihre Parameterdarstellung in dem Wälzwinkel 9 entsteht aus 
der GL (17.1) für die „gemeine'' Zykloide dadurch, daß man dort @ teilweise durch # 


ersetzt: ; 
Emag—ssinp, E=la—sng)d, 
Nm=0— 50089, = seinyPp. 
«) Wählt man als Bezugspunkt O den Schwerpunkt, so hat man 


Tea FH 2a, 


up, 7,=0, Vengnmmgle—sog). 
Dabei beachte man, daß @ = $ zunächst die Winkelgeachwindigkeit des Zylinders um 
seine Mittelachse bedeutet, daß sie nach (23.8) aber ebensognt für die Schwerpunkt- 
achse gilt. Setzt man noch & = m d* (b = Trägheitsarın), c! = a? + #! + 69, so wird 
Ü. Le Toni + Tan - Pa (200g) —mgla— 0). 


1 db. 


na Pant ung?, 
' 190) ES s 
a a 
Daher die Bewegungsgleichung 
(2) a 2asoug)$ Kössinppi+gesiny=. 


6) Wählt man als Berugspankt O den Mittelpunkt des durch den Schwerpunkt gelsgten 
Quersehnittes, so bewegt slch dieser horizontal mit der Geschwindigkeit « 9, und man hat 
nit 0-6 + me, vgl. (16.8): 


7 Tan m, up, 7 wie vorher, 
aber en ist jetzt nicht 7',, = 0, sondern nach (22. 11) 
Tu=—mags000p. 
Daher r 
(3) L = Terasıı + Too + rm = 200g) A—mgla— mg), 


was mit (1) übereinstimmt. Somit folgt auch jetzt die Bewegungsgleichung (2). Sie liefert 
für kleine Sohwingungen bei p = 0: . e 

a —_,’’ f 
Br 0=0, h „Enter BI rR,, gan, 


5 
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dagegen für kleine Sohwingungen beig = nmitym=rr + p 


+2 "+ DH 
ee ae er 


45. 1. Beziehungen swischen den Winkelgeschwindigkeiten : ee Ser 
Beziehungen wird am einfachsten, wenn man beschtet, daß an den Eingriffsstellen der 
ern mit dem Kegelrad (@,) einerseits und dem Kegelrad (o,) andererseits jeweils 

Umfangsgeschwindigkeit gleich sein muß. Die Räder (w) drehen sich um die Achse U 
mio der Winkalgesihwindigkefte und anßerden drehteich diese Achse mit den Rädern (=) 
um die gemeinsame geometrische Achse von (22), (@,), (@,) mit der Winkelgeschwindigkeit 2. 
Sind r, r, und r, die mittleren Radien der Kegelräder (0), (0,), (®e), #0 gilt für die Eingriffs- 
stelle (m, @,) 


roa+nQDmrno, 
und an der Eingriffsstelle (om, &,) 
ro +n0D m 10: 
Hieraus ergeben sich mit r, = r, die Beziehungen 
20 = 0 4% 


Ma 20 ma). u 


Man kann diese Gleichungen natürlich such durch die Einführung virtueller Drehungen 
herleiten. 


2. Beriehungen swischen den Momenien: Die virtuslle Arbeit von M muß immer gleich 
der Summe der virtuellen Arbeiten von M, und A, sein, also 


MOM ad + Mod. 
Ersetzt man S2 nach (1) durch a, und o,, 20 erhält man: 
M M 
Barum. 
Dies ist bei beliebigen @,, o, nur möglich, wenn 
M N 
(2) TU. 


Das vom Motor herrühende Drehmoment überträgt sich also auf beide Hinterräder stets 
zu gleichen Teilen, bei beliebigen Werten der Winkelgeschwindigkeiten o, und ag. 


3. Bewegungsgleichung des Systems: Hierzu werden am einfachsten die LacBımamschen 
Gleichungen zweiter Art benutzt, Es ist: 


7100149040040. 
Setst man hierin für » und A die Werte in o, und oo, und führt die Abkürzungen 
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ein, no erhält man nach Lagnanaz j 


. 
a nat FM. 
d M 
zz Im + Io) = — We. 


W, und W, sind die an den beiden Hinterrädern angreifenden, von der Haftreibung am 
Boden herrührenden widerstehenden Momente, in die man die übrigen Widerstände (Luft- 
reibung usw.) einbegreifen kann. 

Sind M, W,, W, ols Funktionen der Zeit gegeben, so berechnet man die Klammern auf 
den linken Seiten von (3) als Zeitintegrale der rechten Seiten, womit auch a, und a, be- 
kannt sind. 

Im Mittel der Zeit sind die rechten Seiten von (3) gleich Null und daher o, und a, kon- 
stent. Wird aber an dem einen Rad der Widerstand verringert, springt es 3. B. an einer 
Unebenheit des Bodens ab und dreht sich vorübergehend in Luft (W= 0), so wird dieses 
Rad teschleunigt, während das andere verzögert wird. 


4. Elektrodynamische Analogie: Die in. (3) sind so geschrieben, daß sie an die Wirkungs- 
weise zweier induktiv gekoppelter Ströme erinnern (vgl. das 8. 199 über Borzzmann 
Gosagte). Identifiziert man nämlich die Z mit den Induktionskoeffizienten dieser Btrom- 
kreise, die &, und a, mit den in den Kreisen fließenden Strömen, so sind die linken Bsiten 


von (8} die elektrodynamischen Induktionswirkungen. 3 entspricht den in den Strom- 
kreisen wirkenden „eingeprägten'‘ EMK, 


D = z Lat + bumım + y mol 


ist die gesamte magnetische Energie. Nach 8. 176 nennt man Systeme, deren LAGBANGE- 
sche Funktion nur die Ableitungen der Koordinaten nach der Zeit (hier w, = @,, &; = $u) 
enthält, zyklische Systeme. Sie bilden also das mechsnische Analogon zu den stationären 
elektrischen Strömen. Das Ausglsichsgetriebe ist ebenso wie der symmetrische Kreisel ein 
„Bizykei‘“, 
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